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_____________   С.Матеева

 «   6   »         09               2014 г.
ПРОГРАММА ОБУЧЕНИЯ ПО ДИСЦИПЛИНЕ ДЛЯ СТУДЕНТА (СИЛЛАБУС)

Математика-2

Кафедра: «Прикладная и вычислительная математика»
2013/2014 учебный год, 2 семестр
Пререквизиты: Математика-1

Постреквизиты: инженерные дисциплины и специальные дисциплины по специальности
Специальность: 5В071200-«Машиностроение», 5В071300- «Транспорт, транспортная техника и технологии», 5В071800-«Электроэнергетика», 5В072400-«Технологические машины и оборудование», 5В080600- «Аграрная техника и технология», 5В090100-«Организация перевозок, движения и эксплуатация транспорта», 5В070200-  «Автоматизация и управление»,  5В072600- «Технология и конструирование  изделий легкой  промышленности», 5В072700- «Технология  продовольственных продуктов», 5В072800- «Технология перерабатывающих  производств (по отраслям)», 5В072900- «Строительство», 5В073000-«Производство строительных материалов, изделий и конструкций», 5В073100- «Безопасность жизнедеятельности и защита окружающей  среды », 5В073300- «Технология и проектирования  текстильных материалов».
Количество кредитов: 3 кредита 

Ф.И.О.преподавателя:  Крахмалева Юнона Ринатовна
Шевцов Александр Николаевич 

Адрес: ул. Толе би 60, 2 корпус, аудитория  405, кафедра.

Телефон: рабочий 45-49-06.
Тараз 2014

Цель и задачи дисциплины:

- изучение основных понятий высшей математики и их приложений в различных областях;

- овладение фундаментальными понятиями, законами и теориями классической и современной математики, приемами и методами решения конкретных задач;

- умение использовать изученные математические методы при моделировании задач технического характера;

- развитие математической интуиции;

- воспитание математической культуры;

- формирование научного мировоззрения и логического мышления.
В результате изучения дисциплины студенты должны: 

- уметь строить математические модели; ставить математические задачи; подбирать подходящие математические методы и алгоритмы решения задач; проводить качественные математические исследования на основе проведенного математического анализа выработать практические рекомендации. 

Содержание дисциплины 

	№
	№

недели
	Темы занятий
	Примечание

	Модуль №1 Функции нескольких переменных

	1
	1
	Лекция №1. Основные понятия функции нескольких переменных (ФНП). Предел и непрерывность ФНП. Частные производные и полный дифференциал ФНП.
	[ 1] стр. 243-262

	2
	1


	Практическое занятие №1 Частные производные и полный дифференциал функции нескольких переменных.
	

	3
	2


	Лекция №2 Дифференцирование сложных и неявных ФНП. Производные функций высших порядков ФНП. 
	[ 1] стр. 262-268

	4
	2
	Практическое занятие №2 Решение задач на дифференцирование ФНП (дифференцирование сложных и неявных ФНП, производные высших порядков).

ИРК №1 «Частные производные ФНП»
	

	5
	3
	Лекция №3 Дифференциалы высших порядков ФНП. Экстремумы ФНП.
	[ 1]стр.268- 272,280-288

	6
	3
	Практическое занятие №3 Экстремумы ФНП

ИДЗ №1 «Экстремумы ФНП».
	Т-2, [ 6]стр. 234-235, 

1 пример, №(4)

	Модуль №2 «Дифференциальные уравнения»

	7


	4


	Лекция №4 Основные понятия.  Обыкновенные дифференциальные уравнения. Д.У. 1-го порядка с разделяющимися переменными. Однородное дифференциальное уравнение.
	[ 2] стр.

стр. 17 - 30

	8
	4
	Практическое занятие №4 Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными.  Однородное дифференциальное уравнение.

ТО №1 «Функции многих переменных»

ИДЗ № 2 «Решение уравнений с разделяющимися переменными, однородного уравнения» 
	Т-2, [ 6]стр. 290-292, 

2 примера, №(1,2)

	9
	5
	Лекция №5 Линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка. Уравнение Бернулли. Уравнение в полных дифференциалах.
	[ 2] стр.

стр. 30 - 38

	10
	5
	Практическое занятие №5 Методы решения: линейное дифференциальное уравнение, уравнение Бернулли, уравнение в полных дифференциалах.

ИДЗ № 3 «Решение уравнений: линейного дифференциального, Бернулли и уравнения в полных дифференциалах» 
	Т-2, [ 6]стр. 295-297, 

2 примера, №(4,5)

	11
	6
	Лекция №6 Дифференциальное уравнение высших порядков: основные понятия. Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие понижение порядка
	[ 2] стр.

стр. 55 - 68

	12
	6
	Практическое занятие №6  Решение дифференциальных уравнений высших порядков, допускающих понижение порядка.
	

	13
	7
	Лекция №7Линейные однородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами.
	[ 2] стр.

стр.  68 -74,

стр. 81-84.

  

	14
	7
	Практическое занятие №7  Решение линейных дифференциальных уравнений 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Метод Лагранжа.

ИРК № 2 «Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие понижение порядка»
ИДЗ № 4 «Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами»
	Т-2, [ 6]стр. 315-318, 

2 примера, №(2,3)

	Коллоквиум  по модулю №2 «Дифференциальные уравнения»

	Модуль №3  «Кратные интегралы»

	15
	8
	Лекция №8  Двойной интеграл в прямоугольных координатах: определение, свойства, вычисление. 
	[ 2] стр.

стр. 152-166 

  

	16
	8
	Практическое занятие №8 Вычисление двойных интегралов: перемена порядка интегрирования
ИРК № 3 «Линейные однородные дифференциальные уравнения  2-го порядка с постоянными коэффициентами»
	

	17
	9
	Лекция №9 Приложения двойного интеграла: вычисление площадей плоских фигур, вычисление объема и площади поверхности тела.
	[ 2] стр.

стр. 166-190 



	18
	9
	Практическое занятие №9 Решение задач на  приложения двойного интеграла. 

ИДЗ № 5  «Перемена порядка интегрирования в двойном интеграле»
	Т-3, [ 6]стр. 159-161, 

1 пример, №(3)

	19
	10
	 Лекция №10  Тройной интеграл в прямоугольных координатах: определение, свойства, вычисление. Приложения тройного  интеграла.
	 [ 2] стр.

190 -196



	20
	10
	Практическое занятие №10 Решение задач на  вычисление и приложения тройного  интеграла. 

ИРК № 4 «Вычисление кратных интегралов »
	

	Коллоквиум  по модулю №3 «Кратные интегралы»

	Модуль №4  «Ряды»

	21
	11
	Лекция №11 Числовые ряды. Сходимость и сумма ряда. Необходимый признак сходимости ряда. Достаточные признаки сходимости ряда.
	 [ 2] стр.

  245 - 260

	22
	11
	Практическое занятие №11 Решение задач на сходимость ряда: нахождение суммы ряда, применение достаточных признаков сходимости рядов

ИДЗ № 6 «Достаточные признаки сходимости рядов»  
	Т-3, [ 6]стр. 44-49, 

2 примера, №(1,2)

	23
	12
	Лекция №12 Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость. Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница
	  [ 2] стр.

   260-266

	24
	12
	Практическое занятие №12 Исследование на сходимость знакочередующихся рядов.

МД №1 «Числовые и знакопеременные ряды»
	

	25
	13
	Лекция №13 Функциональные ряды и область сходимости рядов. Степенные ряды и радиус, интервал сходимости степенного ряда.  
	[ 2] стр.

266- 267, 275- 279

	26
	13
	Практическое занятие №13 Решение задач на нахождение области сходимости функционального ряда, радиуса и интервала степенного ряда. 
	

	27
	14
	Лекция №14 Ряды Тейлора и Маклорена Разложение элементарных функций в ряд Тейлора. Применение ряда Тейлора.
	[ 2] стр.

282- 286

	28
	14
	Практическое занятие №14 Разложение элементарных функций в ряд Тейлора
	

	29
	15
	Лекция №15 Пространство элементарных событий. Классическое определение вероятности. 
	[ 7] стр.

8-16

	30
	15
	Решение задач на применение элементов комбинаторики и  вычисления вероятности.
	


Политика выставления оценок

	№
	Компоненты курса
	Количество заданий
	Максимальный балл за 1 задание
	Вес оценки в общей, %

	1. 
	Математический диктант (МД)
	1
	3
	3

	2. 
	Индивидуальная работа по карточкам (ИРК)
	4
	2
	8

	3. 
	Индивидуальное домашнее задание (ИДЗ)
	6
	2
	12

	4. 
	Тестовый опрос (ТО)
	1
	5
	5

	5. 
	Коллоквиум
	2
	6
	12

	6. 
	Самостоятельная работа студентов (СРС)
	2
	5
	10

	7. 
	Активность 
	
	
	10

	8. 
	Итоговый экзамен

  ( тест)
	1
	40
	40


Описание заданий на СРС

	№
	Наименование темы СРС
	Время выдачи
	Время сдачи
	Условия оформления работ

	1


	СРС-1: РГЗ «Дифференциальные уравнения»


	4 неделя


	6 неделя


	Выполнить в тетради для самостоятельной работы, записываются условия задач по порядку, после записи – решение с разъяснениями студента, обязательно надо указать все формулы, определения и основные теоремы которые были использованы при выполнении СРС.

	2


	СРС-2: РГЗ «Двойной интеграл» 
	8 неделя


	10 неделя


	


+Примечание: При выполнении  СРС используется учебное пособие автора Рябушко А.П. « Сборник индивидуальных заданий по высшей математике » , Минск: Вышейшая школа,2001. 
Список основной и  дополнительной литературы

	№
	Авторы 
	Название учебника, учебного пособия
	Издательство, год издания
	Библиотека
	кол-во экз.

	1
	Пискунов Н.С.
	Дифференциальное и интегральное исчисление для втузов. Т.1
	М: Наука, 1985
	Корпус 2-2
	10

	2
	Пискунов Н.С.
	Дифференциальное и интегральное исчисление для втузов. Т.2
	М: Наука, 1985
	Корпус 2-2
	10

	3
	Бугров Я.С., Никольский С.М.
	Дифференциальные уравнения. Кратные интегралы. Ряды.
	М: Наука, 1985
	Корпус 2-1
	18

	4
	Ильин В.А., Позняк Э.Г.
	Основы математического анализа
	М: Наука, 1982
	Корпус 2-1
	7

	5
	Бермант А.Ф., Араманович И.Г.
	Краткий курс математического анализа для втузов
	М: Наука, 1971
	Корпус 2-1
	45

	6
	Рябушко А.П.
	Сборник индивидуальных заданий по высшей матем атике
	Минск: Вышейшая школа,2001
	Корпус 4-3, 2-2
	9

	7
	Гмурман В.Е.
	Теория вероятностей и математическая статистика     
	М:1999
	Корпус 2.1
	2


Интернет ресурс: http://www.ph4s.ru/book_mat_reshebn.html 
Модуль №1 Функции нескольких переменных
Лекция №1. Основные понятия функции нескольких переменных (ФНП). Предел и непрерывность ФНП. Частные производные и полный дифференциал ФНП.
Определение 1. Переменная величина 
[image: image1.wmf]z

 называется функцией двух переменных 
[image: image2.wmf]x

 и 
[image: image3.wmf]y

, если каждой паре значений 
[image: image4.wmf](,)
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 из данной области 
[image: image5.wmf]D

соответствует вполне определенное значение 
[image: image6.wmf]z

. Переменные 
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, 
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 называются независимыми переменными или аргументами. Область  
[image: image9.wmf]D

  называется областью определения функции. Обозначение функции двух переменных: 
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 EMBED Equation.3 [image: image11.wmf] Частным значением функции 
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 EMBED Equation.3 [image: image13.wmf](
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 называется ее значение, соответствующее какой-либо определенной паре значений аргументов. Каждая пара значений аргументов 
[image: image14.wmf](,)

xy

геометрически определяет точку 
[image: image15.wmf]P

  на плоскости 
[image: image16.wmf]xOy

, а значение функции в этой точке есть аппликата 
[image: image17.wmf]z

пространственной точки 
[image: image18.wmf](,,)

Mxyz

. Геометрическое место всех точек  
[image: image19.wmf]M

 есть поверхность, взаимно однозначно проектирующаяся в область 
[image: image20.wmf]D

  на плоскости   
[image: image21.wmf]xOy

 . Эта поверхность служит геометрически изображением функции 
[image: image22.wmf](
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Область определения функции  
[image: image23.wmf](

)

y

x

f

z

,

=

 в общем случае может быть достаточно сложной. Мы рассматриваем только случаи, когда эта область есть конечная  или бесконечная часть плоскости, ограниченная одной или несколькими непрерывными линиями – границами области. Не исключается случай, когда какая-то из границ превращается в одну точку. Область 
[image: image24.wmf]D

 называется замкнутой, если она включает в себя все свои границы. Область определения функции задается вместе с определением самой функции и обусловливается теми геометрическими, физическими и т.д. условиями, которыми эта функция определена. Если функция задана аналитическим выражением (формулой) без каких –либо дополнительных условий, то под ее областью определения понимают область существования аналитического выражения. 

 Определение 2. Переменная величина 
[image: image25.wmf]u

 называется функцией трех переменных 
[image: image26.wmf]x

, 
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 и 
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, если каждой тройке значений 
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из данной области 
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 соответствует вполне определенное значение 
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 и обозначается 
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Область определения функции  
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 представляет собой некоторую пространственную область, в частности, некоторый объем. Под пространственной областью понимается часть пространства, ограниченная одной или несколькими поверхностями.

Предел функции двух переменных. Пусть 
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  – некоторая фиксированная точка плоскости и 
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, тогда точка 
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стремится к точке 
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.Это   равносильно стремлению к нулю расстояния 
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  которое обозначается буквой
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 Определение 3. Число 
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 называется пределом функции двух переменных 
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, если для любого числа 
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найдется такая 
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- окрестность точки 
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, что для любой точки 
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 этой окрестности имеет место неравенство:
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По определению
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Для функций двух переменных справедливы теоремы о пределе суммы, разности, произведения и частного, которые формулируются и доказываются аналогично соответствующим теоремам для функций, зависящих от одного аргумента.

Функция   
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3) этот предел равен значению функции в предельной точке 
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Функция непрерывна в области D, если она непрерывна во  всякой точке этой области. Точка 
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 называется точкой разрыва функции 
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, если для нее не выполняется хотя бы одно из трех условий в определении непрерывности. Точки разрыва данной функции могут располагаться как отдельно (изолированные точки разрыва), так и заполнить целые линии (линии разрыва). 

Как и для функций одной переменной сумма, разность и произведение непрерывных функций  двух переменных в точке 
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будут непрерывными в той же точке; частное непрерывных функций в точке   
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функцией, если только знаменатель не обращается в нуль в этой точке. Справедлива также теорема о непрерывности сложной функции. 
      Частные производные первого порядка 
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эта производная называется частной производной первого порядка по переменной 
[image: image69.wmf]x

, т.е. частная производная функции 
[image: image70.wmf](

)

y

x

f

z

,

=

 по аргументу
[image: image71.wmf]x

есть производная этой функции по  
[image: image72.wmf]x

при постоянном значении
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т.е. частная производная функции 
[image: image78.wmf](
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- близкая точка, отвечающая приращениям аргументов 
[image: image84.wmf]x

D

 и 
[image: image85.wmf]y

D

. Полным приращением функции двух переменных 
[image: image86.wmf](

)

y

x

f

z

,

=

 в точке 
[image: image87.wmf](

)

,

P

xy

называется разность


[image: image88.wmf](

)

()()(,)

,

zfPfPffxy

xxyy

¢

D=-=-

+D+D

.
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называется полным дифференциалом функции в точке 
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Полный дифференциал функции двух переменных 
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Лекция №2 Дифференцирование сложных и неявных ФНП. Производные функций высших порядков ФНП. 

Пусть дана функция двух переменных 
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            Рассмотрим функцию 
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             Предположим теперь, что 
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  Дифференцирование неявных функций. Функция 
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называется неявной функцией от 
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Производные высших порядков ФНП. Пусть дана функция  
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Частными производными второго порядка функции 
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Частные производные второго порядка обозначаются также символами
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Аналогично определяются и обозначаются частные производные более высоких порядков. Смешанные производные (например, 
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), отличающиеся только порядком дифференцирования, равны между собой при условии их непрерывности.

Лекция №3 Дифференциалы высших порядков ФНП. Экстремумы ФНП.
               Пусть дана функция  
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Они выражаются через частные производные следующим образом:
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Производные и дифференциалы высших порядков функции большего числа переменных определяются аналогично.

         Экстремум функции двух переменных.

             Определение 1. Функция 
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Слова «максимум» и «минимум» можно заменить одним «экстремум».


Необходимые условия экстремума  Всякая дифференцируемая функция нескольких переменных достигает экстремума только в тех точках, в которых все ее частные производные обращаются в нуль. Такие точки называются стационарным,, например, для дифференцируемой функции 
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 стационарные точки 
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 находятся путем решения системы уравнений
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Однако не все стационарные точки обязательно являются точками экстремума. Каждая из этих точек должна быть проверена на экстремум с помощью достаточных условий экстремума.

Обозначим
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Если в стационарной точке 
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 экстремума нет,
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, то требуется дополнительное исследование.

Модуль №2  «Дифференциальные уравнения»

Лекция №4 Основные понятия.  Обыкновенные дифференциальные уравнения. Д.У. 1-го порядка с разделяющимися переменными. Однородное дифференциальное уравнение.

Дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее независимую переменную х, функцию у и производные 
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 этой функции. 
Наивысший порядок производной, входящей в уравнение, называется порядком дифференциального уравнения. 

Дифференциальным уравнением  I-го порядка называется уравнение вида: 
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x-аргумент, y-неизвестная функция,  
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- производная неизвестной функции.

Решив уравнение (1) относительно 
[image: image172.wmf]y

¢

, если это возможно, получим
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              Функция 
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, где С- произвольная постоянная, называется общим решением дифференциального уравнения в некоторой области 
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 на плоскости 
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, если при соответствующем выборе значения 
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 эта функция обращается в любое частное решение, график которого лежит в области 
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. Уравнение 
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 называется общим интегралом данного дифференциального уравнения в области 
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, если при соответствующем выборе значения 
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 оно определит любую интегральную кривую, проходящую в области 
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.

Обычно, когда находят общее решение, довольствуются получением решения или интеграла, зависящего от произвольной постоянной С, не обращая внимания специально на область 
[image: image183.wmf]D

, указанную в определении. Однако надо при этом иметь в виду, что полученное решение не обязательно включает в себя все вообще решения данного уравнения. Некоторые интегральные кривые могут выпасть из рассмотрения в ходе решения. Для их определения требуется специальное исследование.

              Задача Коши  для дифференциального уравнения первого порядка состоит в том, чтобы найти решение, которое при заданном значении аргумента 
[image: image184.wmf]0
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 принимает заданное значение 
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, т.е. удовлетворяет начальному условию 
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. Геометрически задача Коши формулируется следующим образом: среди всех интегральных кривых данного дифференциального уравнения выделить ту, которая проходит через заданную точку 
[image: image187.wmf](
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. Решение задачи Коши называют частным решением дифференциального уравнения.


Теорема существования и единственности решения задачи Коши. Если правая часть 
[image: image188.wmf](
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[image: image189.wmf](

)

y

x

f

y

,

/

=

 непрерывна в области 
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 и имеет в этой области непрерывную частную производную 
[image: image191.wmf]y

f

¶

¶

, то через каждую точку 
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 этой области проходит и притом только одна интегральная кривая; иными словами, при этих условиях задача Коши имеет единственное решение для любой точки 
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Дифференциальное уравнение I-го порядка с разделяющимися переменными имеет вид: 
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Разделив оба члена уравнения (3) на  
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Общим интегралом уравнения (4) будет
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Однородное дифференциальное уравнение


Уравнение вида  P (x,y)dx + Q(x,y)dy=0 называется однородным, если P (x,y) и  Q(x,y) – однородные функции одного измерения. 


Определение. Функция f (x,y)называется однородной измерения m, если 
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Однородное уравнение может быть приведено к виду 
[image: image200.wmf]÷
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. С помощью подстановки 
[image: image201.wmf]z
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 однородное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными.

      Лекция №5 Линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка. Уравнение Бернулли. Уравнение в полных дифференциалах.


Уравнения вида 
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где p (x), q (x) – непрерывные функции, называется линейным дифференциальным уравнением.


Определение. Дифференциальные уравнение называется линейным, если неизвестная функция у, и ее производная 
[image: image203.wmf]y
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 входят в уравнение в первой степени.  (1) сводиться  к двум уравнениям с разделяющимися переменными подстановкой 
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Уравнение Бернулли имеет вид:
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Уравнение Бернулли решается так же, как и линейное, подставкой 
[image: image206.wmf]J
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 или вариацией произвольной постоянной.

Дифференциальные уравнения I-го порядка в полных дифференциалах. Дифференциальное уравнение.

P (x,y)dx + Q(x,y)dy=0                                    

где 
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, называется уравнением в полных дифференциалах, т.е. левая часть такого уравнения есть полный дифференциал некоторой функции  u (x,y).


Если это уравнение переписать в виде du = 0, то его общее решение u = c.


Если 
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, то при некоторых условиях существует функция 
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 , которая называется интегрирующем множителем.


Интегрирующий множитель легко найти в случаях:

а) когда 
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Лекция №6 Дифференциальное уравнение высших порядков: основные понятия. Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие понижение порядка.

 Дифференциальным уравнением 
[image: image214.wmf]n

-го порядка называется уравнение вида
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где 
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- аргумент, 
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- неизвестная функция.


Иногда рассматривается уравнение, разрешенное относительно старшей производной
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Задача Коши для дифференциального уравнения 
[image: image219.wmf]n

-го порядка состоит в том, чтобы найти решение данного уравнения, которое при заданном значении аргумента 
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, т.е. удовлетворяет начальным условиям
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Геометрически задача Коши формулируется следующим образом: среди всех интегральных кривых данного дифференциального уравнения выделить ту, которая проходит через наперед заданную точку 
[image: image223.wmf](
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Решение задачи Коши называют частным решением уравнения. Функция 
[image: image226.wmf](
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- произвольные постоянные, называется общим решением уравнения в некоторой области 
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 на плоскости 
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, если при соответствующем выборе значений 
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 эта функция обращается в любое частное решение, график которого лежит в области 
[image: image231.wmf]D
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Уравнение 
[image: image232.wmf](
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называется общим интегралом данного дифференциального уравнения в области 
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, если при соответствующем выборе значений 
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 оно определит любую интегральную кривую, проходящую в области 
[image: image235.wmf]D
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1.  Уравнение вида


[image: image236.wmf](
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решается последовательным n-кратным интегрированием правой части. При каждом интегрировании получается одна произвольная постоянная, а в окончательном результате – n произвольных постоянных.


2. Уравнение 
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приводится к виду


[image: image239.wmf]0

)

,

,

(

=

¢

p

p

x

F



3. Уравнение 
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 приводится к виду:
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Лекция №7 Линейные однородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами.

Линейные однородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами.
Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение II-го порядка
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где 
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Теорема 1. Если 
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 есть общее решение этого уравнения.


Для определения частных решений 
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 уравнения (1) следует предварительно решить характеристическое уравнение 
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При решении квадратного уравнения (2) возможны три случая:

               1. Если корни характеристического уравнения вещественные и различные (
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), то общее решение уравнения (1) имеет вид:
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              2. Если корни характеристического уравнения равные (
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              3.Если корни характеристического уравнения комплексные 
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 то общее решение имеет вид:


[image: image259.wmf](
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Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Рассмотрим теперь неоднородное уравнение 
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с постоянными коэффициентами  
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 и с непрерывной правой частью 
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Уравнение с теми же коэффициентами, но с правой частью, равной нулю:
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является однородным уравнением, соответствующим неоднородному уравнению.


Для линейных неоднородных уравнений имеют место следующие теоремы, с помощью которых отыскиваются их общие решения.


Теорема 2. Если известно какое-нибудь частное решение 
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 неоднородного уравнения 
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 есть сумма этого частного решения 
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Сформулируем теоремы, при помощи которых находятся частные решения линейных неоднородных уравнений для специальных правых частей.


Теорема 3. Если права часть линейного уравнения с постоянными коэффициентами имеет вид 
[image: image271.wmf](

)

x

P

e

ax

, где 
[image: image272.wmf](

)

x

P

- многочлен 
[image: image273.wmf]n

-ой степени и 
[image: image274.wmf]a

 не является корнем характеристического уравнения, то существует частное решение вида 
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Если же 
[image: image279.wmf]a

является корнем характеристического уравнения кратности 
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В частности, при 
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правая часть является многочленом 
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 не является корнем характеристического уравнения, то существует частное решение вида 
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Если же 
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 является корнем характеристического уравнения кратности 
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, то существует частное решение в виде 
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Теорема 4. Если правая часть линейного уравнения с постоянными коэффициентами может быть представлена в виде
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 не является корнем характеристического уравнения, то существует частное решение вида
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многочлены степени 
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Если же 
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Теорема 5. Если 
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Метод Лагранжа ( Метод вариации произвольных постоянных) применяется для отыскания частного решения линейного однородного уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами, если известно общее решение соответствующего однородного уравнения. Рассмотрим уравнение 2-го порядка  
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Для соответствующего однородного уравнения
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Записывается общее решение 
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было решением уравнения.


Неизвестные функции 
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Решив систему (2) найдем функции 
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- произвольные числа.

Модуль №3  «Кратные интегралы»
Лекция №8  Двойной интеграл в прямоугольных координатах: определение, свойства, вычисление. 

Пусть функция 
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называется  интегральной суммой.Обозначим через 
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              Двойным интегралом 
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, т.е. при неограниченном увеличении числа ячеек, когда все ячейки стягиваются в точку:


[image: image339.wmf](

)

i

n

i

i

i

D

s

d

s

y

x

f

ds

y

x

f

i

D

=

å

òò

=

®

1

0

max

)

,

(

lim

)

,

(



Если такой предел существует, то функция 
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. Всякая непрерывная в ограниченной замкнутой области 
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 интегрируема в ней. В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением только непрерывных функций.


Двойной интеграл обладает следующими простейшими свойствами:
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3) если область 
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В декартовых координатах элемент площади 
[image: image352.wmf]ds

 обычно записывают в виде  
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Область 
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 назовем простой областью:
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(Рис. 2); в частных случаях один из этих отрезков (или оба вместе) могут превратиться в точку (Рис.3,4);

2) вида 2:(относительно оси 
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В случае простой области вида 1 всякая прямая, параллельная оси 
[image: image371.wmf]Oy

 и проходящая внутри отрезка 
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, пересекает границу области в двух точках. Двойной интеграл по такой области вычисляется по формуле
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Здесь внутренний интеграл 
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[image: image376.wmf][

]

b

a

,

 значении 
[image: image377.wmf]x

 от нижней границы области 
[image: image378.wmf]D
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Если же область 
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 есть простая область вида 2, то всякая прямая параллельная оси 
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 и проходящая внутри отрезка 
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, пересекает границу области в двух точках. Двойной интеграл по такой области вычисляется по формуле
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Наиболее простой вид формулы (1) и (2) принимают в случае прямоугольной области 
[image: image386.wmf]D

, ограниченной прямыми  
[image: image387.wmf]d

y

c

y

b

x

a

x

=

=

=

=

,

,

,

(Рис.6)
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Перемена порядка интегрирования. Если область D является простой как вида 1 и вида 2, то применимы обе формулы (А) и (В).  Иными словами, повторное интегрирование не зависит от порядка интегрирования. Этим обстоятельством часто пользуются при вычислении двойного интеграла, выбирая ту из двух формул, которая приводит к более простым выкладкам.

Лекция №9 Приложения двойного интеграла: вычисление площадей плоских фигур, вычисление объема и площади поверхности тела.
1.Площадь S плоской области
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Если область 
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2. Объем цилиндрического тела, ограниченного сверху поверхностью 
[image: image399.wmf](
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Если тело не является цилиндрическим, то его разбивают на цилиндрические части.


3. Площадь поверхности
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где 
[image: image406.wmf]D

 – проекция данной поверхности на плоскость 
[image: image407.wmf]xOy

.

Приложения двойного интеграла к механике

Пусть 
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в) координаты центра тяжести пластинки 
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 и начала координат находят по формулам 
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Для однородных пластинок 
[image: image426.wmf]const

=

r

 и для простоты мы в этом случае будем считать 
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Лекция №10  Тройной интеграл в прямоугольных координатах: определение, свойства, вычисление. Приложения тройного  интеграла.


Пусть функция 
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 задана в некоторой ограниченной замкнутой пространственной области 
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называется интегральной суммой. Обозначим через 
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               Тройным интегралом 
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Если такой предел существует, то функция 
[image: image446.wmf](
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 называется интегрируемой в области 
[image: image447.wmf]V

; всякая непрерывная в ограниченной замкнутой области 
[image: image448.wmf]V

 функция 
[image: image449.wmf](
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 интегрируема в ней. В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением только непрерывных функций.


Тройной интеграл обладает свойствами, аналогичными свойствам двойного интеграла.


В декартовых координатах элемент объема обычно записывают в виде 
[image: image450.wmf]dxdydz
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, а тройной интеграл обозначают
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Пусть 
[image: image452.wmf]V

проектируется в область 
[image: image453.wmf]D

 на плоскости 
[image: image454.wmf]xOy

 так, что всякая прямая, параллельная оси 
[image: image455.wmf]Oz

 и проходящая внутри области 
[image: image456.wmf]D

, пересекает границу области 
[image: image457.wmf]V

 ровно в двух точках. В общем случае такая область ограничена сверху поверхностью 
[image: image458.wmf](
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 и с боков – цилиндрической поверхностью с образующими, параллельными оси 
[image: image460.wmf]Oz

(Рис.1). В частных случаях боковая поверхность цилиндра может превратиться в линию (Рис.2). 
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Функции 
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 мы будем считать непрерывными. Тройной интеграл по такой области вычисляется по формуле
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Здесь внутренний интеграл 
[image: image464.wmf](
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 берется по 
[image: image465.wmf]z

 при фиксированных, но произвольных в 
[image: image466.wmf]D

 значениях 
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 и 
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 от нижней границе области 
[image: image469.wmf]V

 до ее верхней границы. В результате получается некоторая функция от 
[image: image470.wmf]x

 и 
[image: image471.wmf]y

, которая интегрируется затем по области 
[image: image472.wmf]D

.


Наиболее простой вид формула принимает в случае, когда 
[image: image473.wmf]V

 есть прямоугольный параллелепипед, ограниченный плоскостями 
[image: image474.wmf]g

z

e

z

d

y

c

y

b

x

a

x

=

=

=

=

=

=

,

,

,

,

,

:


[image: image475.wmf](

)

òòò

ò

ò

ò

=

V

b

a

d

c

g

e

dz

z

y

x

f

dy

dx

dz

dy

dx

z

y

x

f

)

,

,

(

,

,


Если область 
[image: image476.wmf]V

 имеет более сложную форму, то ее разбивают на конечное число областей 
[image: image477.wmf]n
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, каждая из которых удовлетворяет условиям, изложенным выше.
               Вычисление объемов с помощью тройного интеграла.
Объем пространственного тела, занимающего область 
[image: image478.wmf]T

, находится по формуле 
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Приложения тройного интеграла к механике. Пусть 
[image: image480.wmf]T

- область пространства, занимаемая каким-либо материальным телом с плотностью 
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Масса этого тела, вычисляется по формуле
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Координаты центра тяжести тела определяется по формулам:
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[image: image484.wmf](
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- координаты геометрического центра тяжести.

Моменты инерции 
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 относительно координатных осей 
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 относительно координатных плоскостей 
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; 
[image: image489.wmf]0
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 относительно начала координат соответственно находятся:
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Модуль №4  «Ряды»

Лекция №11 Числовые ряды. Сходимость и сумма ряда. Необходимый признак сходимости ряда. Достаточные признаки сходимости ряда.
Пусть задана бесконечная последовательность чисел
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Числовым рядом называется составленное из этих чисел выражение
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 называются членами ряда, 
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- общим членом ряда.

Конечная сумма
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называется 
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-ой частичной суммой ряда.


Если существует конечный предел 
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, ряд  называется сходящимся, в противном случае – расходящимся. Если ряд сходится, число 
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 называется суммой ряда, а разность 
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называется остатком ряда (после 
[image: image500.wmf]n

-го члена).

Свойства сходящихся рядов.

Теорема 1. Если сходится ряд, получившийся из данного ряда (1) отбрасыванием нескольких его членов, то сходится и сам данный ряд. Обратно если сходится данный ряд, то сходится и ряд, получившийся из данного отбрасыванием нескольких членов. 

Теорема 2. Если ряд 
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 сходится и его сумма равна 
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, то ряд 
[image: image503.wmf]......

4

3

2

1

+

+

+

+

сu

сu

сu

сu

, где 
[image: image504.wmf]c

 – какое –либо фиксированное число, также сходится и его сумма равна 
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Теорема 3. Если ряды 
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сходятся и их суммы соответственно равны 
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также сходятся и их суммы соответственно равны  
[image: image512.wmf]2

1

S

S

+

и 
[image: image513.wmf]2

1

S

S

-

.

Необходимый признак сходимости ряда. Если ряд сходится, то его 
[image: image514.wmf]n

-й член стремится к нулю при неограниченном возрастании n: 
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Следствие. Если 
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-й член ряда не стремится к нулю при 
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 , то ряд расходится.        

Достаточные признаки сходимости. 

1. Признаки сравнения. 


Если даны два ряда 
[image: image518.wmf]å
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 и 
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 с неотрицательными членами, причем члены первого ряда не превосходят соответствующих членов второго ряда:
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то: а) из сходимости второго ряда следует сходимость первого ряда, б) из расходимости первого ряда следует расходимость второго ряда.


Для сравнения часто используют ряды:

1) 
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(сходящийся при 
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В случае 
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 получим гармонический ряд.

Предельная форма признака сравнения. Если 
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 - ряды с положительными членами и существует конечный предел:
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то рассматриваемые ряды одновременно сходятся или расходятся.

Ряды вида 
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 степени 
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. Вопрос о сходимости рядов такого вида полностью исчерпывается сравнением с рядом 
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. Удобнее при этом использовать признак сравнения в предельной форме.

Сравнение с геометрической прогрессией приводит к простейшем достаточным условием сходимости ряда, известные под названием признаков Даламбера и Коши.

2. Признак Коши. Если для ряда с положительными членами.


[image: image538.wmf]....

....

3

2

1

+

+

+

+

+

n

u

u

u

u


величина 
[image: image539.wmf]n

n

u

имеет конечный предел 
[image: image540.wmf]l

 при 
[image: image541.wmf]¥

®

n

, т.е. 


[image: image542.wmf]î

í

ì

>

<

=

=

¥

®

расходится

ряд

,

1

сходится

ряд

,

1

lim

l

l

l

u

n

n

n


Замечание. Если 
[image: image543.wmf]1
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, то вопрос о поведении ряда остается открытым.

3. Признак  Даламбера. Если в ряде с положительными членами 
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Отношение 
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         остается открытым.

 4. Интегральный признак сходимости ряда. Пусть члены ряда 
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        (2)

положительны и не возрастают, т.е.  
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 и пусть f (x) – такая непрерывная невозрастающая функция, что 
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Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если несобственный интеграл 
[image: image555.wmf](
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, то сходится и ряд (2)

2) если [image: image556.wmf](
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 расходится, то расходится и ряд (2).

Лекция №12 Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость. Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница 

Ряд называется знакопеременным, если среди его членов имеются как положительные, так и отрицательные.


Если ряд 
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 расходится, то ряд 
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 называют условно сходящимся.


Если ряд 
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 сходится, то сходится и ряд 
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, называемый в этом случае абсолютно сходящимся.


Ряд 
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, где все 
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, называется знакочередующимся.
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то такой ряд сходится.


Ряд, удовлетворяющий указанным условиям, называется рядом Лейбница. Остаток
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ряда Лейбница имеет знак своего первого члена и меньше его по абсолютной величине, т.е.
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Это неравенство удобно использовать для оценки погрешности, получаемой при замене суммы 
[image: image568.wmf]S

 ряда Лейбница ее приближенным значением
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Теорема 1. Если ряд сходится абсолютно то, он остается абсолютно сходящимся при любой перестановке его членов. При этом сумма ряда не зависит от порядка его членов. 


Теорема 2.  Если ряд сходится условно, то, какое бы мы ни задали число А, можно так переставить члены этого ряда, чтобы его сумма оказалась в точности равной А. Более того, можно так переставить члены условно сходящегося ряда, чтобы ряд, полученный после перестановки, оказался расходящимся.


Лекция №13 Функциональные ряды и область сходимости рядов. Степенные ряды и радиус, интервал сходимости степенного ряда.

              Пусть задана последовательность функций
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имеющих общую область определения. Функциональным рядом называется составленное из этих функций выражение 
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Для каждого значения 
[image: image572.wmf]0

x

 из этой области функциональный ряд обращается в числовой ряд
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Если последний числовой ряд сходится, точка 
[image: image574.wmf]0

x

 называется точкой сходимости функционального ряда. Множество всех точек сходимости называется областью сходимости функционального ряда. 
Область сходимости функционального ряда нередко удается найти с помощью известных нам признаков сходимости.


Степенным рядом называется ряд вида


[image: image575.wmf](
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где 
[image: image576.wmf]n

a

-числа, называемые коэффициентами степенного ряда (некоторые из них могут быть нулями).

При 
[image: image577.wmf]0
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 степенной ряд имеет вид
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Этот ряд всегда сходится при 
[image: image579.wmf]0
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x

. Если же он сходится в точке 
[image: image580.wmf]0
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, то существует число 
[image: image581.wmf]0
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 такое, что при всех 
[image: image582.wmf]R
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 степенной ряд сходится, при всех 
[image: image583.wmf]R
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 он расходится. Это число 
[image: image584.wmf]R

 называют радиусом сходимости, интервал 
[image: image585.wmf](
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- интервалом сходимости. Если степенной ряд сходится на всей числовой оси, полагают 
[image: image586.wmf]¥
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, если же он сходится только при 
[image: image587.wmf]0
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, полагают 
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В концах интервала сходимости степенной ряд может как сходиться, так и расходиться, внутри интервала сходимости степенной ряд всегда сходится абсолютно. На любом отрезке, принадлежащем интервалу сходимости, степенной ряд сходится. Одним из способов определения радиуса сходимости степенного ряда является применение признаков Даламбера и Коши.

Теорема 1. (Теорема Абеля). 1) Если степенной ряд сходится при некотором значении 
[image: image589.wmf]0
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, не равном нулю, то он абсолютно сходится при всяком значении 
[image: image590.wmf]x

, для которого [image: image591.wmf]0
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Если ряд расходится при некотором значении 
[image: image592.wmf]0
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, то он расходится при всяком 
[image: image593.wmf]x

, для которого 
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Теорема Абеля позволяет судить о расположении точек сходимости и расходимости степенного ряда. 

Существует такое число 
[image: image595.wmf]R

, что при 
[image: image596.wmf]R
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 мы имеем точки абсолютной сходимости и при 
[image: image597.wmf]R

x

>

-  точки расходимости.

Теорема 2. Областью сходимости степенного ряда является интервал с центром в начале координат.

Интервалом сходимости степенного ряда называется такой интервал от 
[image: image598.wmf]R
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 до 
[image: image599.wmf]R

+

, что для всякой точки 
[image: image600.wmf]x

, лежащей внутри этого интервала, ряд сходится и притом абсолютно, а для точек 
[image: image601.wmf]x

, лежащих вне его, ряд расходится. Число 
[image: image602.wmf]R

 называют радиусом сходимости степенного ряда.

На концах интервала вопрос о сходимости или расходимости данного ряда решается индивидуально для каждого конкретного ряда. 

Радиус сходимости степенного ряда находиться по формуле.
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или по формуле 
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Следствие.  На всяком отрезке, целиком лежащем внутри интервала сходимости сумма степенного ряда есть непрерывная функция.

Лекция №14 Ряды Тейлора и Маклорена Разложение элементарных функций в ряд Тейлора. Применение ряда Тейлора.
Если функция 
[image: image605.wmf](
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 имеет на некотором интервале, содержащем точку 
[image: image606.wmf]a

, производные всех порядков, то к ней может быть применена формула Тейлора
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где 
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[image: image609.wmf]x

- между 
[image: image610.wmf]a

 и 
[image: image611.wmf]x

, 
[image: image612.wmf]n

- любое натуральное число).

Если для некоторого значения 
[image: image613.wmf]x

,
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®

n

R

 при 
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, то в пределе формула Тейлора превращается для этого значения 
[image: image616.wmf]x

 в ряд Тейлора:
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В частности, при 
[image: image618.wmf]0
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 имеем
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Таким образом, функция 
[image: image620.wmf](
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 может быть разложена в ряд Тейлора для рассматриваемого значения 
[image: image621.wmf]x

, если:

1) она имеет производные всех порядков;

2) остаточный член 
[image: image622.wmf]0
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 при 
[image: image623.wmf]¥
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 для рассматриваемого значения.

Разложения в ряд Тейлора по степеням x элементарных функций 
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Применение ряда Тейлора. Интегралы иногда бывает удобно вычислять с помощью рядов.

Многие практически нужные определенные интегралы не могут быть вычислены с помощью формулы Лейбница-Ньютона, ибо ее применение связано с нахождением первообразной, часто не выражаемой в элементарных функциях.

Если, однако, подынтегральная функция разлагается в степенной ряд, а пределы интегрирования принадлежат интервалу сходимости этого ряда, то приближенное вычисление интеграла оказывается осуществимым с наперед заданной точностью.


Пример:


1. 
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Здесь первообразная от 
[image: image629.wmf]2
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e
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не является элементарной функцией. Для вычисления этого интервала разложим подынтегральную функцию в ряд, заменяя в разложение 
[image: image630.wmf]x
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  ,
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 на 
[image: image632.wmf]2
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 рядом Маклорена:
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Интегрируя от 
[image: image635.wmf]0

 до 
[image: image636.wmf]a

, получим
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Лекция №15 Пространство элементарных событий. Классическое определение вероятности.

Наблюдаемые нами события (явления) можно подразделить на три вида: достоверные, невозможные и случайные. 
Достоверным называют событие, которое обязательно произойдет, если будет осуществлена определенная совокупность условий S. Невозможным называют событие, которое заведомо  не произойдет, если будет осуществлена совокупность условий   S. Случайным называют событие, которое при осуществлении совокупности условий S может либо произойти, либо не произойти. Например, если брошена монета, то она может упасть так, что сверху будет либо герб, либо надпись. Поэтому, событие «при бросании монеты выпал герб»- случайное. Случайные события обозначают прописными  буквами латинского алфавита A, B, С…. .  


Каждое случайное событие, в частности - выпадение герба, есть следствие действия очень многих случайных причин ( в нашем примере: сила, с которой брошена монета, форма монеты и многие другие.) Невозможно учесть влияние на результат всех этих причин, поскольку число их очень велико и законы этих их действия неизвестны. Поэтому, теория вероятностей не ставит перед собой задачу предсказать, произойдет единичное событие или нет, - она не в силах это сделать.


Дело обстоит по иному, если рассматривать случайные события, которые могут многократно наблюдаться при осуществлении одних и тех же условий  S, т.е. если речь идет о массовых однородных случайных событиях. Достаточно большое число однородных случайных событий, независимо от их конкретной природы, подчиняется определенным закономерностям. Установлением этих закономерностей и занимается теория вероятности.


Предметом теории вероятностей является изучение вероятностных закономерностей массовых однородных случайных событий. 


 В дальнейшем вместо того, чтобы говорить  «совокупность условий S осуществлена » будем говорить кратко  «произведено испытание». Таким образом, событие будем рассматривать как результат испытания.

  
Например, стрелок стреляет по мишени, разделенной на четыре области. Выстрел – это испытание. Попадание в определенную область мишени – событие.


Виды событий. События называют несовместными, если появление одного из них исключает появление других событий в одном и том же испытании. Например, брошена монета. Появление герба исключает появление надписи. События «появился герб» и «появилась надпись»- несовместные.


События называют единственно возможными, если появление в результате испытания одного и только одного их них является достоверным событием. Например, стрелок произвел выстрел по цели. Обязательно произойдет одно из следующих двух событий: попадание и промах. Эти события единственно возможные.


События называют равновозможными, если есть основания считать, что ни одно из этих событий не является более возможным, чем другие. Например, появление герба и появление надписи при бросании монеты есть события равновозможные, так как предполагается, что монета изготовлена из однородного материала, имеет правильную цилиндрическую форму и наличие чеканки не оказывает влияния на выпадение той или иной стороны монеты.   


Классическое определение вероятности. Вероятность является одним из основных понятий теории вероятностей. Рассмотрим пример. Пусть в урне содержится 6 одинаковых, тщательно перемешанных шаров, причем 2 из них – красные, 3 –синие и 1- белый. Возможность вынуть наудачу из урны цветной шар (красный или синий) больше, чем возможность извлечь белый шар. Эта возможность характеризуется числом, которое называют вероятностью события.


Дадим количественную оценку возможности того, что взятый наудачу шар будет цветным.  Появление цветного шара будем рассматривать в качестве события А: А – появление цветного шара. Каждый из возможных результатов испытания (испытание состоит в извлечении шара из урны), т.е. каждое событие, которое может наступить в испытании, назовем элементарным исходом. Элементарные исходы обозначим через 
[image: image638.wmf]1
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-появился белый шар; 
[image: image639.wmf]2
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, 
[image: image640.wmf]3

Е

- появился красный шар; 
[image: image641.wmf]4
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, 
[image: image642.wmf]5
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, 
[image: image643.wmf]6

Е

- появился синий шар. Эти исходы единственно возможны (обязательно появится один шар) и равновозможны (шар вынимают наудачу, шары одинаковы и тщательно перемешаны).


Те элементарные исходы, при которых интересующее нас событие наступает, называются благоприятствующими этому событию. В примере, 5 исходов благоприятствуют событию А : 
[image: image644.wmf]1
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,
[image: image645.wmf]2
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, 
[image: image646.wmf]3
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, 
[image: image647.wmf]4
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, 
[image: image648.wmf]5
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, 
[image: image649.wmf]6
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.


Отношение числа благоприятствующих событию А  элементарных исходов к их общему числу называют вероятностью события А и обозначают Р(А)  .В примере, всего элементарных исходов -6, из них 5 благоприятствуют событию А.  Следовательно , вероятность того, что взятый шар окажется цветным, равна 
[image: image650.wmf]6
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Определение 1. Вероятностью  события А называют отношение числа благоприятствующих этому событию исходов к общему числу всех единственно возможных и равновозможных элементарных исходов испытания.


Вероятность события А определяется формулой: 


[image: image651.wmf]n
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где m-число элементарных исходов, благоприятствующих событию А, n-число всех возможных элементарных исходов испытания. Здесь предполагается, что элементарные исходы единственно возможны и равновозможны. 


Из определения вероятности вытекают следующие свойства:

1) Вероятность достоверного события равна единице. 

2) Вероятность невозможно события равна нулю. 

3) Вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между нулем и единицей. 
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В теории вероятностей используют элементы комбинаторики. Комбинаторика изучает количества комбинаций, подчиненных определенным условиям, которые можно составить из элементов, безразлично какой природы заданного конечного множества. 

Размещения. Если множество состоит из трех элементов 
[image: image653.wmf],

ab

и 
[image: image654.wmf]ñ

, то можно образовать множества , состоящие из одного элемента  
[image: image655.wmf],
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 или 
[image: image656.wmf]ñ

 , или множества, состоящие из двух элементов:


[image: image657.wmf],,,,,
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причем множества, состоящие из одинаковых элементов, но различающиеся их расположением, считаются разными. 


Тогда из 3-х элементов можно образовать 6 размещений по два элемента.  

Размещением 
[image: image658.wmf]n

 элементов по 
[image: image659.wmf]k

элементов без повторений называется множество, состоящие из 
[image: image660.wmf]k

элементов, выбранных из  
[image: image661.wmf]n

 элементов и размещенных в определенном порядке, причем два размещения одинаковых 
[image: image662.wmf]k

 элементов, различающихся только расположением элементов, считаются различными: 


[image: image663.wmf](1)(2)...(1)
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Перестановками  из 
[image: image664.wmf]n

 элементов называются такие размещения  из 
[image: image665.wmf]n

 элементов, которые различаются только расположением элементов:


[image: image666.wmf]!
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где 
[image: image667.wmf].
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Заметим, что удобно  рассматривать 0!, полагая, по определению, 0!=1.

Сочетаниями из  
[image: image668.wmf]n

 элементов по 
[image: image669.wmf]k

в каждом называются такие размещения, каждое из которых содержит   
[image: image670.wmf]k

 элементов  и которые отличаются по меньшей мере одним из элементом, причем размещения, различающиеся только расположением элементов, являются идентичными сочетаниями: 


[image: image671.wmf]!
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Относительной частотой события называют отношение числа испытаний, в которых событие появилось, к общему числу фактически произведенных испытаний. Относительная частота события А определяется формулой:


[image: image672.wmf]()
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, где m- число появлений события, n –общее число испытаний. 


Сопоставляя определения вероятности и относительной частоты, заключаем: вероятность вычисляют до опыта, а относительную частоту  после опыта.   


Наблюдения показали, что если в одинаковых условиях производятся опыты, в каждом из которых число испытаний достаточно велико, то относительная частота обнаруживает свойство устойчивости. Это свойство состоит в том, что в различных опытах относительная частота изменяется мало (тем меньше, чем больше произведено испытаний), колеблясь около некоторого постоянного числа, которое и есть вероятность появления события. 


Таким образом, если опытным путем установлена относительная частота, то полученное число можно принять за приближенное значение вероятности.  


Статистическая вероятность. «Классическое» определение вероятности предполагает, что число элементарных исходов испытания- конечно. На практике же весьма часто встречаются испытания, число возможных исходов которых - бесконечно. Это обстоятельство указывает на ограниченность классического определения. 


Наиболее слабая сторона классического определения состоит в том, что очень часто невозможно представить результат испытания в виде совокупности элементарных событий. Еще труднее указать основания, позволяющие считать элементарные события равновозможными. Обычно о равновозможности элементарных исходов испытания, заключают из соображения симметрии. Однако задачи, в которых можно исходить из соображений симметрии, на практике встречаются весьма редко. 


По этой причине наряду с классическим определением пользуются также статистическим определением вероятности, принимая за вероятность события относительную частоту или число, близкое к ней. Например, если в результате достаточно большого числа испытаний оказалось, что относительная частота весьма близка к числу 0,4, то это число можно принять за статическую вероятность события
Рассмотрено на заседании кафедры протокол №____от «___»_______200__г.

Разработчик                                                  Ю.Р.Крахмалева

А.Н. Шевцов
Зав. кафедрой                                               Н.А. Абиев 
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