Модуль№1  «Линейная  и векторная алгебра»

Лекция №1
 Матрицы и операции  над ними. Квадратные матрицы 2-го и 3-го порядков. Свойства определителей. Определитель n-го порядка.
Матрицей называется прямоугольная таблица размером 
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, заполненная математическими объектами:
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, где 
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- элементы матрицы,  где первый  индекс элемента матрицы m - номер строки, содержащей элемент, второй же индекс  n- номер столбца. Количество элементов матрицы А равно произведению 
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Например, пусть дана матрица А ,
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.  Определим размерность матрицы А .  У матрицы А три строки, значит,  m равно 3(
[image: image6.wmf]3
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), также у матрицы А четыре столбца , то есть n равно 4 (
[image: image7.wmf]4
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). Таким образом,  матрица А прямоугольная матрица размерности 
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 . Далее, у матрицы  А  двенадцать  элементов, так как 
[image: image9.wmf]3412
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. Перечислим элементы первой строки матрицы А :
элемент, стоящий в первой строке и в первом столбце 
[image: image10.wmf]11
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элемент, стоящий в первой строке и во втором столбце 
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элемент, стоящий в первой строке и в третьем столбце 
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элемент, стоящий в первой строке и в четвертом столбце 
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Элементы второй строки матрицы А :

элемент, стоящий во второй строке и в первом столбце 
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элемент, стоящий во второй строке и во втором столбце 
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элемент, стоящий во второй строке и в третьем столбце 
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элемент, стоящий во второй строке и в четвертом  столбце 
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Элементы третьей строки матрицы А :

элемент, стоящий в третьей строке и в первом столбце 
[image: image18.wmf]31
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элемент, стоящий в третьей строке и во втором столбце 
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элемент, стоящий в третьей строке и в третьем столбце 
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элемент, стоящий в третьей строке и в четвертом столбце 
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Рассмотрим матрицу B , где 
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. Определим размерность матрицы В. У матрицы В четыре  строки, значит,  m равно 4(
[image: image23.wmf]4
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), также у матрицы В два столбца , то есть n равно 2 (
[image: image24.wmf]2
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). Матрица В прямоугольная матрица размерности 
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, количество элементов матрицы В равно 8,  так как 
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. Элементы первой строки матрицы В :
элемент, стоящий в первой строке и в первом столбце 
[image: image27.wmf]11
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элемент, стоящий в первой строке и во втором столбце 
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Элементы второй строки матрицы В :
элемент, стоящий во второй строке и в первом столбце 
[image: image29.wmf]21
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элемент, стоящий во второй строке и во втором столбце 
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Элементы третьей строки матрицы В :
элемент, стоящий в третьей строке и в первом столбце 
[image: image31.wmf]31
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элемент, стоящий в третьей строке и во втором столбце 
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Элементы четвертой строки матрицы В :
элемент, стоящий в четвертой строке и в первом столбце 
[image: image33.wmf]41
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элемент, стоящий в четвертой строке и во втором столбце 
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Виды матриц.


Если число строк в матрице равно числу столбцов, матрица называется квадратной, а число строк – её порядком :
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А  - квадратная матрица n-го порядка, элементы 
[image: image36.wmf]22
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  - элементы главной диагонали.
Например, 
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 ,  А – квадратная матрица 2-го порядка,  а элементы главной диагонали  
[image: image39.wmf]11
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 (элемент, стоящий в первой строке и в первом столбце),  
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( элемент, стоящий во второй строке и во втором столбце).
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,  В–  квадратная матрица 3-го порядка,  а элементы главной диагонали  
[image: image42.wmf]11
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( элемент, стоящий в первой строке и в первом столбце) , 
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( элемент, стоящий во второй строке и во втором столбце), 
[image: image44.wmf]33
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( элемент, стоящий в третьей строке и в третьем столбце).
              Нулевой матрицей называется матрица, все элементы которой равны нулю. Как видно из определения нулевой матрицы, нулевой матрицей может быть как прямоугольная матрица, так и квадратная .
Например, 
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,  матрица  А – прямоугольная матрица, размерности  
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) является нулевой матрицей.
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, матрица  В–  квадратная матрица 3-го порядка является нулевой.

Диагональной матрицей называется квадратная матрица, имеющая все элементы равные нулю, кроме элементов главной диагонали.

Например, 
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, матрица  А –  квадратная матрица 4-го порядка является диагональной матрицей, так как все элементы  этой матрицы  равны нулю за исключением  элементов главной диагонали 
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, матрица  В–  квадратная матрица 3-го порядка является диагональной, как и в предыдущем примере все элементы   матрицы В равны нулю за исключением  элементов главной диагонали 
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Единичной матрицей Е называется диагональная матрица, элементами главной диагонали которой являются единицы. 

Например, 
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, А – квадратная матрица 2-го порядка, так же матрица А диагональная(все элементы равны нулю, кроме элементов главной диагонали ), так как элементы главной  диагонали равны единице, то матрица А является единичной.
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, матрица  В–  квадратная матрица 3-го порядка является единичной матрицей.
              Квадратная матрица называется симметричной если 
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Например, рассмотрим   А - квадратную матрицу 3-го порядка,
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. Матрица А согласно определению симметричной матрицы, будет симметричной матрицей,   если  будут  выполняться условия 
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Примером симметричной матрицы будет матрица  В :
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. Матрица  В–  квадратная матрица 3-го порядка и 
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              Матрица,  состоящая из одного столбца называется столбцевой матрицей  (размерности 
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Например, 
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матрица В- столбцевая матрица размерности 
[image: image73.wmf]31
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, так как у В  три строки (
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) и один столбец (
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             Матрица, состоящая из одной строки называется строчной матрицей  (размерности 
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Например, 
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)

104

À

=-

, 
матрица А- строчная матрица размерности 
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, так как у А  одна  строка (
[image: image80.wmf]1

m

=

) и три столбца (
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Матрица, 
[image: image82.wmf]T
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 называется транспонированной по отношению к матрице А, если столбцы матрицы А являются строками матрицы 
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, тогда 
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Переход от А к 
[image: image86.wmf]T
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 называется транспонированием.

Например, пусть дана матрица 
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 . Запишем первый столбец матрицы  А, как первую строку матрицы  
[image: image88.wmf]T
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, затем второй столбец  А , как вторую строку 
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, получим  матрицу  
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               Матрицей треугольного вида   (треугольная матрица) называется квадратная матрица, в которой элементы под(над) главной диагональю равны нулю.  

Например,      
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,
матрица   А – квадратная матрица 4-го порядка является матрицей треугольного вида, так как  все элементы под главной диагональю (элементы главной диагонали 
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Также,  примером матрицы треугольного вида будет матрица В:
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Матрица В – квадратная матрица 3-го порядка является матрицей треугольного вида, так как  все элементы над главной диагональю (элементы главной диагонали 
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Ступенчатая матрица. Элемент строки матрицы назовем крайним,  если он отличен от нуля, а все элементы этой строки, находящиеся левее от него равны нулю. Матрица называется ступенчатой,  если крайний элемент каждой строки находится правее крайнего элемента предыдущей строки. 


Например, матрица  
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 является ступенчатой, а матрица  
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 ступенчатой не является. 


Две матрицы считаются равными, если у них совпадают элементы, стоящие на одинаковых местах.

Действия над матрицами.
Произведением элемента 
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  называется матрица 
[image: image104.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

mn

m

m

n

n

сa

сa

сa

сa

сa

сa

сa

сa

сa

сA

L

L

L

L

L

L

L

2

1

2

22

21

1

12

11


Произведение элемента 
[image: image105.wmf]К
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 на матрицу определено для матрицы любой размерности 

Пример1.
Найти  
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Решение:
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Для матриц одинаковой размерности, т.е. имеющих одинаковое число строк и столбцов, определяется сложение по правилу: 

Если
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т.е. элементами суммы двух матриц является сумма соответствующих элементов слагаемых матриц. 

Пример 2.
Найти 
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Решение:
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Умножение матрицы на матрицу. Предварительно рассмотрим на частном случае. Произведением строки А на столбец В той же длины
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называется число 
[image: image115.wmf]1
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. Заметим, что матрица А имеет размерность 
[image: image116.wmf]1

n

´

, а матрица В имеет размерность 
[image: image117.wmf]1

n

´

, т.е. число столбцов (n) матрицы  А  равно числу строк (n)  матрицы  В (это выполнение условия- строка А и столбец В той же длины ).
Пример 3.

Найти 
[image: image118.wmf]AB
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, если 
[image: image119.wmf](
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Решение:
Во-первых , сразу заметим, что матрица А имеет размерность 
[image: image120.wmf]13

´

, а матрица В имеет размерность 
[image: image121.wmf]31

´

, т.е. число столбцов (
[image: image122.wmf]3

n

=

) матрицы  А  равно числу строк (
[image: image123.wmf]3
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)  матрицы  В.  Теперь,  можем произвести требуемое действие над матрицами А и В:

[image: image124.wmf](
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Для прямоугольных матриц А и В произведение определено, если число столбцов А равно числу строк В.

Произведением  матрицы А на матрицу В  (
[image: image125.wmf]В

А

×

), где 
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называется матрица С, элемент 
[image: image127.wmf]ij

c

 равен сумме произведений элементов 
[image: image128.wmf]i

 -строки матрицы А на элементы 
[image: image129.wmf]j

 -го столбца матрицы В. Таким образом,
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Пример 4.


Даны матрицы 
[image: image131.wmf]32
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[image: image132.wmf]02
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[image: image133.wmf]B
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Решение: Матрицы А и В  квадратные матрицы 2-го порядка, а значит, число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В.
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Рассмотрим подробнее пример 4. Найдем произведение матриц А и В , если 
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Таким образом, матрица С  представляет матрицу произведения матриц А и В, элементы же матрицы  
[image: image138.wmf]11

c

 представляет собой произведение  1строки  матрицы А на 1 столбец матрицы В; 
[image: image139.wmf]12

c

 представляет собой произведение  1 строки  матрицы А на 2 столбец матрицы В; 
[image: image140.wmf]21

c

 представляет собой произведение  2 строки  матрицы А на 1 столбец матрицы В; 
[image: image141.wmf]22

c

 представляет собой произведение  2 строки  матрицы А на 2 столбец матрицы В. 


Замечание 1. Умножение  квадратных матриц определено только для квадратных матриц одного и того же порядка, при этом матрица произведения матриц А и В будет квадратной матрицей того же порядка, что и матрицы А , В . 


Пример 5.


Найти произведение матриц 
[image: image142.wmf]B
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×

, если  
[image: image143.wmf](
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Решение: Матрица А - строчная матрица  размерности 
[image: image144.wmf]13

´

,  В –прямоугольная матрица размерности 
[image: image145.wmf]32

´

, т.е. число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В, а это значит, что для матриц А и В определено умножение матриц. 
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Замечание 2. Как было сказано,  умножение матриц определено, если число столбцов первой из умножаемых матриц равно числу строк второй из умножаемых матриц при этом размерность матрицы произведения А и В будет равна числу строк первой из умножаемых матриц на число столбцов второй из умножаемых матриц, т.е.
 если  
[image: image147.wmf]ABC
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и матрица А размерности 
[image: image148.wmf]mn

´

,а матрица В размерности 
[image: image149.wmf]np

´

 то  согласно   размерности матриц получаем  
[image: image150.wmf]mnnpmp

´×´=´

, где 
[image: image151.wmf]mp

´

 размерность матрицы С .

Применяя замечание 2 для примера 5, то учитывая размерность 
[image: image152.wmf]13

´

матрицы А  , а размерность 
[image: image153.wmf]32

´

 матрицы В, размерность матрицы С  должна быть 
[image: image154.wmf]12

´

, что и есть в решенном примере 5.


При умножении матриц свойство коммутативности не имеет места, т.е. 
[image: image155.wmf]BA
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. Матрицы А и В , для которых 
[image: image156.wmf]A
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, называются коммутатирующими.

Квадратные матрицы

Квадратные матрицы имеют определители (детерминанты). Пусть A квадратная матрица второго порядка
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Определение 1:Определителем (или детерминантом) второго порядка называют выражение (число), обозначаемое символом 
[image: image158.wmf]22
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 и определяемое равенством  
[image: image159.wmf]1112
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. Числа 
[image: image160.wmf]21
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 - называют элементами определителя. Индекс i указывает на номер строки, индекс j указывает на номер столбца. Элементы 
[image: image161.wmf]22
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а

а

 образуют главную диагональ определителя, а элементы 
[image: image162.wmf]21
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 образуют побочную диагональ определителя.

Пример 6.  Вычислить определитель матрицы  
[image: image163.wmf]23
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Решение: 
[image: image164.wmf](
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Ответ : 
[image: image165.wmf]23
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Пусть  A  квадратная матрица 3-го порядка


[image: image166.wmf]÷
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Определение 2. 
Определителем (или детерминантом) третьего порядка называют выражение(число), обозначаемое символом 
[image: image167.wmf]33

32

31

23

22

21

13

12

11

а

а

а

а

а

а

а

а

а

А

=

D

 и определяемое равенством: 
[image: image168.wmf]111213
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Выражение,  стоящее с правой стороны определителя третьего порядка называется правилом треугольника. Числа 
[image: image169.wmf]ij

а

 называют элементами определителя. Индекс i указывает на номер строки, индекс j указывает на номер столбца. 
[image: image170.wmf]33
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 элементы главной диагонали определителя третьего порядка, 
[image: image171.wmf]31
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 элементы побочной диагонали определителя третьего порядка.

Пример 7. Вычислить с помощью « правила треугольников» определитель матрицы  
[image: image172.wmf]120
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Решение: 

[image: image173.wmf](
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Ответ: 
[image: image174.wmf]12.
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Если из определителя любого порядка 
[image: image175.wmf]А

D

 вычеркнуть 
[image: image176.wmf]i

-ю строку и 
[image: image177.wmf]j

-й столбец, на пересечении которых стоит элемент 
[image: image178.wmf]ij

a

, и сдвинуть оставшиеся ряды, то получим определитель ниже на порядок исходного определителя , называемый минором определителя 
[image: image179.wmf]А

D

. Минор определителя 
[image: image180.wmf]А

D

 соответствует элементу 
[image: image181.wmf]ij
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, обозначают 
[image: image182.wmf]ij

М

и говорят минор 
[image: image183.wmf]ij

М

элемента 
[image: image184.wmf]ij
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Пример 8. Найти  минор элемента 
[image: image185.wmf]31

a

 определителя 
[image: image186.wmf]3
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Решение: Так как минор определителя соответствует элементу, а элемент в примере 
[image: image187.wmf]31

a

, то требуется 
[image: image188.wmf]31
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.  В данном определителе 
[image: image189.wmf]345
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 вычеркиваем третью строку и первый столбец, указанные в индексах минора и получаем минор 
[image: image190.wmf]31
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Ответ:  
[image: image193.wmf]31
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Определение 3.
Алгебраическим дополнением 
[image: image194.wmf]ij
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 элемента 
[image: image195.wmf]ij
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 называется его минор, взятый со знаком 
[image: image196.wmf](
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Пример 9. Найти 
[image: image198.wmf]21
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 элемента 
[image: image199.wmf]21
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определителя
[image: image200.wmf]3
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Решение: 
[image: image201.wmf](
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. Вычисляем минор 
[image: image202.wmf]21
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 элемента 
[image: image203.wmf]21
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: вычеркиваем вторую строку и первый столбец в исходном определителе:


[image: image204.wmf](
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Далее находим 
[image: image205.wmf]21
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 элемента 
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Ответ: 
[image: image208.wmf]21
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Определители третьего порядка обладают свойствами:


1. Определитель не изменится, если строки определителя заменить столбцами, а столбцы – соответствующими строками
    2. Определитель от перестановки двух строк (столбцов) меняет знак на обратный.

3. Общий множитель элементов какой-нибудь строки(или столбца) можно вынести за знак определителя.

4. Определитель с двумя одинаковыми строками(столбцами) равен нулю.

5. Определитель, у которого элементы двух строк (столбцов) соответственно пропорциональны, равен нулю.

6. Если одна из строк (столбца) определителя состоит из нулей, то определитель равен нулю.

7. Определитель не изменится, если к элементам какой- либо строки (столбца) прибавить соответствующие элементы другой строки (столбца), умноженные на одно и то же число.

8. Определитель равен сумме произведений элементов, какой- либо строки (столбца) на их алгебраические дополнения.

Методы вычисления определителей третьего порядка: 

1) по правилу треугольника, 2) методом разложения по элементам какой – либо строки (столбца) -используется свойство 8 определителей, 3) методом зануления (метод понижением порядка определителя)- используется 7 вышеперечисленное свойство определителей.

Пример 10. Вычислить методом разложения по элементам первой строки  определитель матрицы  
[image: image209.wmf]120
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Решение: В первой строке определителя 3-го порядка три элемента 
[image: image210.wmf]111213
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 которые имеют  соответственно алгебраические дополнения 
[image: image211.wmf]111213
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. Согласно 8 –му свойству  из перечисленных свойств определителя 3-го порядка будем иметь:
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Находим 
[image: image213.wmf]1112
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, а 
[image: image214.wmf]13
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необязательно находить, так как он будет умножаться на нуль и произведение  «занулится». Для нахождения  
[image: image215.wmf]11

M

в исходном определителе вычеркиваем первую строку и первый столбец, получаем:


[image: image216.wmf](
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Для нахождения  
[image: image217.wmf]12

M

в исходном определителе вычеркиваем первую строку и второй столбец, получаем:
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Найденные миноры подставляем в  выражение (А):


[image: image219.wmf](
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Ответ: 
[image: image220.wmf]12
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(В примере 7 нашей лекции мы вычисляли этот же определитель, только с помощью «правила треугольников».)

Пример 11. Вычислить методом понижения порядка (или «методом зануления»)  определитель матрицы  
[image: image221.wmf]120
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Решение: Запишем 
[image: image222.wmf]B
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: 
[image: image223.wmf]120
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. Из примера 10 мы видели, что при вычислении определителя методом разложения элементов по строке(столбцу)  вычисления заметно уменьшаются, чем меньше число элементов в строке(столбце) определителя не равных нулю, т.е.  чем больше элементов в строке(столбце) равных нулю. Этого можно добиться, если при вычислении определителя использовать следующее его свойство: определитель не изменится, если к элементам какой- либо строки (столбца) прибавить соответствующие элементы другой строки (столбца), умноженные на одно и то же число. При использовании этого свойства стараются умножать строку(столбец) определителя на целое число. Рассмотрим 
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 В первой строке определителя присутствует нулевой элемент 
[image: image225.wmf]13
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. Постараемся в этой же строке еще получить нулевой элемент, это возможно, если 
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 умножить на 2 и прибавить к элементу   
[image: image227.wmf]12
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. Значит, каждый элемент первого столбца нужно умножить на 2 и прибавить к соответствующим элементам второго столбца определителя, при этом элементы первого столбца не изменятся, а элементы второго столбца после выполненных действий соответственно изменятся:
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Если далее применять метод разложения по элементам первой строки  получим:
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        (В)
В третьем столбце определителя  равенства (В) присутствует нулевой элемент, но сразу после одного действия получить на месте одного из элементов  
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 и 
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 нуль невозможно. Поэтому  более рационально работать с первой строкой 
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Находим 
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элемента 
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 Значит,
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Замечая, что в равенстве (В) мы вычислили только одно произведение 
[image: image237.wmf]11
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, то не прибегая к методу разложения по элементам строки (столбца), в строке определителя третьего порядка, содержащей два нулевых элемента мысленно вычеркиваем строку и столбец  элемента не равного нулю и записываем  в виде произведения этого элемента  умноженного на (-1) в степени суммы вычеркнутой строки и столбца и определителя, оставшегося после вычеркивания (этот  определитель будет иметь порядок ниже, чем исходный ):
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Ответ : 
[image: image239.wmf]12
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Замечание. При вычислении определителя с помощью  метода понижения порядка стараются получить в строке (столбце ) определителя  единицу, если нет в строке (столбце) нулевого элемента,  так как с  единицей  «легче»  работать.  
Пусть  A  квадратная матрица n-го порядка
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Квадратной матрице n-го порядка A соответствует определитель n-го порядка.
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Например, пусть дана матрица 
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 . Матрица A квадратная матрица 4-го порядка и ей соответствует определитель4-го порядка: 
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Определитель матрицы треугольного вида( определитель треугольного вида)равен произведению элементов главной диагонали.


Пример 12. Вычислить определитель матрицы 
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Решение: Матрица А – квадратная матрица 4-го порядка является матрицей треугольного вида, так как  все элементы под главной диагональю (элементы главной диагонали 
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) равны нулю. Вычисляем 
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Ответ : 
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