Модуль №3 «Дифференциальное исчисление функций одной переменной».
Лекция №10.

Бесконечно малые  и большие функции: определение, свойства, сравнение порядков бесконечно малых. Односторонние пределы. Непрерывность функции. Производная и дифференциал функции в точке.
             Бесконечно малые функции (б.  м.  ф.).

 Определение1. 
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. Аналогично определяется б.м.ф. при х стремящимся к бесконечности.

Б.м.ф. обладают свойствами:
1) алгебраическая сумма (разность) любого конечного числа б.м.ф. есть б.м.ф..
2) произведение конечного числа б.м.ф. есть б.м.ф..
3) если  
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       Отношение двух б.м.величин в зависимости от характера изменения переменных в числителе и знаменателе может быть или числом, или  б.м., или бесконечностью. В этом случае говорят о «неопределенности вида 
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» и вычисление предела сводится к «раскрытию» этой неопределенности. В таких случаях, прежде чем перейти к пределу, нужно преобразовать данное выражение. 

Сравнение бесконечно малых функций. 


Б.м.ф.  
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 называются бесконечно малыми одного порядка, если предел их отношения равен некоторыми числу С, отличному от нуля, т.е. 
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Если же С=0, то б.м.   
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 называется более высокого порядка по сравнению с 
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. Иногда возникает необходимость в более точном сравнении б.м.ф. – в выражении их порядков числами. В таких случаях используют следующее определение: Если их двух б.м.ф.  
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Б.м.ф.  
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и при этом  записывают 
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При вычислении пределов используют теоремы об эквивалентных б.м.ф..

Теорема 1. Предел отношения двух б.м.ф. не изменится, если каждую из них или только одну заменить другой эквивалентной б.м.ф..  

Теорема 2. Если 
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf](

)

x

b

~
[image: image36.wmf](

)

x

1

a
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 Заменяют б.м.ф. при  
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 эквивалентными пользуясь таблицей эквивалентных б.м.ф. при  
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Таблица эквивалентных б.м.ф. при 
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                Бесконечно большие функции (б.б.ф.).

Определение 2.Функция 
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 существует число 
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Аналогично определяются б.б.ф. при 
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Замечание 2. Бесконечный предел не является пределом в прежнем смысле слова, так как он означает  не число, а неограниченное возрастание (убывание) функции.

 Замечание 3. Бесконечно большой может быть переменная величина. Никакая постоянная не является бесконечно большой, так как ее предел равен самой постоянной, а не бесконечности.

Отношение и разность двух б.б.ф. в зависимости от характера изменения б.б. может быть или числом, или б.м., или б.б. В этом случае говорят о «неопределенности вида 
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 используют обратную зависимость, существующую между б.б. и б.м. функциями: если функция 
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 является б.м.. поэтому если неопределенность вида задана отношением двух многочленов, то следует числитель и знаменатель почленно поделить на 
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 раскрывается с помощью тождественных преобразований.   


Односторонние пределы функции в точке.

Определение 3. Число А называется правосторонним пределом или пределом справа  функции 
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Определение 4. Число А называется левосторонним пределом или пределом слева  функции 
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 слева,  если для любого сколь угодно малого 
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Все свойства предела функции распространяются на односторонние пределы. Между пределом функции в точке и односторонними пределами существует связь:

1) если оба односторонних предела функции в точке существуют и равны между собой, то предел функции в точке существует; 

2) если оба односторонних предела функции в точке существуют, но не  равны между собой, то предел функции в точке не существует. 

 
Непрерывность функции. 
Определение 5. Функция 
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[image: image83.wmf](

)

x

f

у

=

 в этой точке 
[image: image84.wmf]
[image: image85.wmf]   

)

(

lim

A

x

f

a

x

=

®

; 3)  этот предел функции  
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Если хотя бы одно из этих 3-х  условий не выполняется, то функция называется разрывной в этой точке, а сама точка 
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 называется точкой разрыва. Различают следующие виды разрывов:
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[image: image91.wmf](

)

   

)

(

lim

a

f

x

f

a

x

¹

®

, в этом случае разрыв точки 
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 называется устранимым. В этом случае для устранения разрыва надо доопределить функцию в точке
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 или изменить её значение так, чтобы выполнилось условие 
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2) если 
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 не существует, но существуют оба односторонних предела в точке 
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 (они не  равны друг другу ), то разрыв в точке 
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 называют разрывом 1-го рода, а разность  
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  называется   скачком  функции  
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3) если хотя бы один из односторонних пределов не существует (в частности равен бесконечности),  то разрыв в точке 
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 называется разрывом 2-го  рода. 
Разрывы 1 и 2-го рода являются не устранимыми.

Функция называется непрерывной на отрезке, если она непрерывна во всех точках этого отрезка.

Важное значение имеют следующие теоремы:
Теорема 3. Основные элементарные функции непрерывны во всех точках, где они определены.
Теорема 4. Если в точке 
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Теорема 5. Если функция  
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Из теорем 3-5 вытекает такое следствие:


Всякая функция 
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, образованная конечным числом алгебраических действий и взятий функции из основных элементарных функций, является непрерывной во всех точках, в которых определены все составляющие ее основные элементарные функции. За исключением точек,  в которых  какой-либо из знаменателей обращается в нуль.


В частности, всякий многочлен есть функция, непрерывная на всей числовой оси; всякая дробно-рациональная функция (отношение двух многочленов) непрерывна во всех точках, в которых знаменатель не обращается в нуль.
Производная и дифференциал функции в точке. 

Пусть функция 
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Производной от функции 
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 называется конечный предел отношения приращения функции к приращению аргумента, когда приращение аргумента стремится к нулю:
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Операция нахождения производной функции называется дифференцированием этой функции. 


Если функции 
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 имеют производные в некоторой точке  
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Геометрический смысл производной:  производная функции 
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Прямая, проходящая через точку 
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Механический смысл производной.  Если зависимость расстояния 
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Таблица производных основных элементарных функций.
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              Дифференцирование сложной функции.  Если функция 
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Логарифмическое дифференцирование применяется при вычислении производной от логарифма произведения, дроби, степени или корня. Способ логарифмического дифференцирования состоит в следующем: прежде чем дифференцировать заданную функцию, надо взять её логарифм, определить затем производную от этого логарифма и по производной от логарифма отыскать производную от заданной функции.


Метод логарифмического дифференцирования применяется при нахождении производной от сложной функции вида 
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Дифференцирование неявных функций. Если 
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Дифференцирование функции, заданной в параметрической форме.
Пусть 
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, как функция аргумента 
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, задана в параметрической форме:
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Дифференциал функции.
 Функция 
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Главная часть 
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Применение дифференциала к приближенным вычислениям. Если приращение 
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Операция нахождения дифференциала функции так же, как и операция нахождения производной  называется дифференцированием.  Основные правила нахождения дифференциала, аналогичные основным правилам вычисления производных:
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(Здесь 
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Свойство дифференциала сохранять неизменной свою форму независимо от того, задается ли функция 
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Дифференциал сложной функции. Если 
[image: image252.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x

f

y

x

u

u

f

y

j

j

=

=

=

,

,

,то  
[image: image253.wmf]dx

x

u

f

dy

×

¢

×

¢

=

)

(

)

(

j








_1298985669.unknown

_1298986486.unknown

_1298986731.unknown

_1313497439.unknown

_1313497575.unknown

_1313497721.unknown

_1313497850.unknown

_1313497908.unknown

_1313497804.unknown

_1313497620.unknown

_1313497507.unknown

_1313497548.unknown

_1298986794.unknown

_1298986853.unknown

_1298986951.unknown

_1313497419.unknown

_1298986814.unknown

_1298986767.unknown

_1298986783.unknown

_1298986742.unknown

_1298986623.unknown

_1298986692.unknown

_1298986712.unknown

_1298986678.unknown

_1298986670.unknown

_1298986538.unknown

_1298986591.unknown

_1298986528.unknown

_1298985947.unknown

_1298986057.unknown

_1298986352.unknown

_1298986420.unknown

_1298986306.unknown

_1298986019.unknown

_1298986039.unknown

_1298986008.unknown

_1298985842.unknown

_1298985908.unknown

_1298985723.unknown

_1298985736.unknown

_1298985680.unknown

_1298880072.unknown

_1298985145.unknown

_1298985351.unknown

_1298985419.unknown

_1298985440.unknown

_1298985580.unknown

_1298985387.unknown

_1298985204.unknown

_1298985289.unknown

_1298985298.unknown

_1298985173.unknown

_1298984663.unknown

_1298984910.unknown

_1298985128.unknown

_1298984943.unknown

_1298985083.unknown

_1298984846.unknown

_1298984377.unknown

_1298984572.unknown

_1298984628.unknown

_1298984557.unknown

_1298984470.unknown

_1298984536.unknown

_1298984391.unknown

_1298881042.unknown

_1298984287.unknown

_1298984305.unknown

_1298984342.unknown

_1298881160.unknown

_1298904600.unknown

_1298881242.unknown

_1298881255.unknown

_1298881119.unknown

_1298881130.unknown

_1298881052.unknown

_1298880895.unknown

_1298881019.unknown

_1298881033.unknown

_1298880943.unknown

_1298880853.unknown

_1298880873.unknown

_1298880084.unknown

_1298876913.unknown

_1298878056.unknown

_1298879256.unknown

_1298879428.unknown

_1298879598.unknown

_1298879735.unknown

_1298879831.unknown

_1298879888.unknown

_1298879896.unknown

_1298879943.unknown

_1298879869.unknown

_1298879757.unknown

_1298879626.unknown

_1298879683.unknown

_1298879599.unknown

_1298879450.unknown

_1298879597.unknown

_1298879442.unknown

_1298879367.unknown

_1298879393.unknown

_1298879408.unknown

_1298879385.unknown

_1298879325.unknown

_1298879350.unknown

_1298879312.unknown

_1298878367.unknown

_1298878572.unknown

_1298878590.unknown

_1298879213.unknown

_1298878580.unknown

_1298878477.unknown

_1298878526.unknown

_1298878407.unknown

_1298878250.unknown

_1298878305.unknown

_1298878319.unknown

_1298878331.unknown

_1298878271.unknown

_1298878176.unknown

_1298878220.unknown

_1298878149.unknown

_1298877200.unknown

_1298877642.unknown

_1298877746.unknown

_1298878007.unknown

_1298877683.unknown

_1298877557.unknown

_1298877606.unknown

_1298877248.unknown

_1298877053.unknown

_1298877098.unknown

_1298877106.unknown

_1298877073.unknown

_1298876985.unknown

_1298877011.unknown

_1298876954.unknown

_1298696362.unknown

_1298697711.unknown

_1298697867.unknown

_1298698325.unknown

_1298698641.unknown

_1298876877.unknown

_1298699017.unknown

_1298699104.unknown

_1298698647.unknown

_1298698498.unknown

_1298698538.unknown

_1298698471.unknown

_1298698036.unknown

_1298698106.unknown

_1298698234.unknown

_1298698095.unknown

_1298698009.unknown

_1298698019.unknown

_1298697976.unknown

_1298697804.unknown

_1298697846.unknown

_1298697858.unknown

_1298697830.unknown

_1298697771.unknown

_1298697786.unknown

_1298697749.unknown

_1298696840.unknown

_1298697568.unknown

_1298697620.unknown

_1298697670.unknown

_1298697588.unknown

_1298696898.unknown

_1298697224.unknown

_1298696865.unknown

_1298696624.unknown

_1298696774.unknown

_1298696808.unknown

_1298696677.unknown

_1298696487.unknown

_1298696518.unknown

_1298696438.unknown

_1298647515.unknown

_1298695762.unknown

_1298695947.unknown

_1298696344.unknown

_1298696354.unknown

_1298695979.unknown

_1298695995.unknown

_1298695962.unknown

_1298695857.unknown

_1298695889.unknown

_1298695809.unknown

_1298695545.unknown

_1298695603.unknown

_1298695728.unknown

_1298695579.unknown

_1298647521.unknown

_1298695420.unknown

_1150889426.unknown

_1218111781.unknown

_1298647482.unknown

_1298647512.unknown

_1298647475.unknown

_1298647478.unknown

_1298647461.unknown

_1150889431.unknown

_1150889437.unknown

_1150889462.unknown

_1150889434.unknown

_1150889428.unknown

_1150889430.unknown

_1150889380.unknown

_1150889409.unknown

_1150889410.unknown

_1150889412.unknown

_1150889384.unknown

_1149421613.unknown

_1150889374.unknown

_1150889375.unknown

_1149396172.unknown

