Модуль №3 «Дифференциальное исчисление функций одной переменной».
Лекция №12. Исследование поведения функции. Наименьшее  и наибольшее значение функции.

Пусть дана функция 
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Признаки постоянства, возрастания и убывания функции, экстремумы функции.
      
 Теорема 1. Если во всех точках некоторого промежутка 
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, то функция 
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 сохраняет в этом промежутке постоянное значение.

Следствие. Если две функции всюду в некотором промежутке имеют равные производные, то они отличаются друг от друга на постоянное слагаемое.
Теорема 2.(достаточный признак возрастания.) Если функция 
[image: image4.wmf](

)

x

f

y

=

 непрерывная на 
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 и дифференцируема на 
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, то  эта функция возрастает на этом промежутке .

Теорема 3.(достаточный признак убывания.) Если функция 
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 и дифференцируема на 
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, то  эта функция убывает на этом промежутке.
Установленная связь между знаком производной и характером изменения функции иллюстрируется графически, если учесть, что производная есть угловой коэффициент касательной к графику функции. Для возрастающей функции касательная образует с осью Ох острые углы, а для убывающей функции - тупые. 

Экстремумы функции.

 Определение 1. Функция  
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 имеет максимум в точке 
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, если существует окрестность 
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, что для всех точек которой выполнено условие 
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Определение 2. Функция 
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 имеет минимум в точке 
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, если существует окрестность 
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, что для всех точек которой выполнено условие 
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В определении 1 и 2 
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- малое, положительное число.

      Для точек максимума и минимума существует объединяющий их термин – точек экстремума, а значения функции в этих точках называются экстремумами функции.  

Теорема Ферма.(необходимые условия существования экстремума). Если функция 
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 дифференцируема в точке 
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 и имеет в этой точке экстремум, то её производная при 
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 обращается в нуль, т.е. 
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Геометрический смысл теоремы Ферма: касательная к кривой в точке экстремума дифференцируемой функции параллельна оси Ох .

Следствие. Дифференцируемая функция может иметь экстремум лишь в тех точках, где производная равна нулю.
 
Если производная не существует в какой-либо точке, но существует в близ лежащих точках, то в этой точке производная терпит разрыв.       Определение 3. Точка 
[image: image27.wmf]0

x

x

=

 называется критической точкой 1-го рода, если имеет место одно из условий:
1. 
[image: image28.wmf](

)

0

0

/

=

x

f


2. 
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3. 
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 - не существует, при этом сама функция 
[image: image31.wmf](

)

x

f

 в точке 
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Теорема 4.( первый достаточный признак экстремума). Если при переходе через критическую точку 1-го рода 
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 первая производная функции
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  меняет знак, то данная критическая точка является точкой экстремума, причем  

1) точкой максимума, если производная меняет свой знак с «плюса » на «минус»; 2) точкой минимума, если производная меняет свой знак с «минуса» на «плюс».  
Выпуклость,  вогнутость, точки перегиба функции.

График дифференцируемой функции называется  выпуклым в интервале  на 
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, если в этом интервале он расположен  ниже любой своей касательной.                    График дифференцируемой функции называется  вогнутым  в интервале  на 
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, если в этом интервале он расположен  выше любой своей касательной. 


Теорема 5. (достаточный признак вогнутости (выпуклости) графика функции).  Если для функции 
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во всех точках интервала 
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, то кривая 
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 вогнута в этом интервале; если же 
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 во всех точках интервала 
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, то кривая 
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выпукла в этом интервале.

Определение 4.Точка графика непрерывной функции, в которой изменяется выпуклость на вогнутость или наоборот называется  точкой перегиба.

 В точке перегиба касательная пересекает кривую.

         
 Теорема 6.(необходимое условие существование точки перегиба). Если 
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- точка перегиба графика функции 
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 вторая производная равна нулю или не существует.

Определение 5.Точка  
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 называется критической точкой 2-го рода, если в этой точке имеет место одно из следующих условий.

1. 
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3. 
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 - не существует и при этом сама функция  в точке 
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 определена.

Точки перегиба функции находятся среди критических точек 2-го рода.

   
Теорема 7.(достаточное  условие существование точки перегиба). Если функция 
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 непрерывна в точке 
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 и дважды дифференцируема в некоторой 
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-окрестности этой точки, кроме, быть может, самой точки 
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 имеет разные знаки слева и справа от 
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- точка перегиба графика функции.
Чтобы установить является данная критическая точка 2-го рода точкой перегиба кривой функции 
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, руководствуются правилом: если при переходе через критическую точу 2-го рода, производная функции меняет свой знак, то данная точка является точкой перегиба. 


Асимптоты графика функции. Различают три вида  асимптот: вертикальные, наклонные и горизонтальные. 
Прямая 
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является вертикальной асимптотой графика функции 
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 если выполняется хотя бы одно из условий: 
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. Замечание 1. 1) Вертикальные асимптоты кривой нужно искать в точках разрыва и на границах области определения. 2) График функции непрерывной на всей числовой прямой, вертикальных асимптот не имеет.


Прямая 
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 является наклонной асимптотой кривой 
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, если выполнены условия:
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или
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В первом случае  получается правая наклонная асимптота, во втором – левая. Если пределы в первом случае или во втором совпадают, то прямая 
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 является двусторонней асимптотой.


Прямая 
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 является горизонтальной асимптотой кривой 
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 EMBED Equation.3  [image: image73.wmf](
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Замечание 2. 1) Если в каком либо направлении кривая имеет горизонтальную  асимптоту, то в этом направлении нет наклонной асимптоты, и наоборот.2) вертикальных асимптот может быть бесконечное число, а наклонных не более двух.
Общая схема исследования функции.


Определение общего характера графика функции:
1) нахождение  области определения и множества значений функции;

2) исследование функции  на четность(нечетность), периодичность;
3) нахождение  точек пересечения графика функции с осями координат;

4) исследование функции на непрерывность; найти точки разрыва (если они существуют) и установит характер разрыва;
5) нахождение  асимптот кривой 
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Уточнение характера графика функции с использованием первой производной функции: 
6) нахождение интервалов монотонности  функции;

7) нахождение точек экстремумов функции;

Уточнение характера графика функции с использованием второй производной функции: 
8) нахождение интервалов  выпуклости и вогнутости функции; 
9) нахождение точек  перегиба функции.
Наименьшее  и наибольшее значение функции.

Теорема Вейрштрасса. Если функция 
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 непрерывна на отрезке 
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, то на этом отрезке она ограничена и достигает своих наименьшего и наибольшего значений. Для нахождения наименьшего и наибольшего значений функции, непрерывной на отрезке 
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 надо

1. найти критические точки, принадлежащие интервалу 
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2. вычислить значения функции в этих точках

3. вычислить значения функции в граничных точках отрезка

4. из всех полученных значений выбрать наименьшее и наибольшее. 
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