Модуль №4. « Интегральное исчисление функций одной переменной»

Лекция №13. 
Неопределенный интеграл. Классические методы интегрирования неопределенных интегралов. Интегрирование тригонометрических выражений.

Определение 1. Функция 
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Теорема 1. Если 
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- первообразные для функции 
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, то они отличаются на постоянное слагаемое. 

Из теоремы вытекает, что если 
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, то все ее первообразные имеют вид 
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Определение 2. Неопределенным интегралом функции 
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 называется совокупность всех ее первообразных.

При этом употребляется запись 
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называется знаком интегралом, функция 
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- подынтегральной функцией, а 
[image: image17.wmf](

)

dx

x

f

- подынтегральным выражением, таким образом 
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Процесс нахождения неопределенного интеграла называется интегрированием этой функции.

Свойства неопределённого интеграла


1. Производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции: 
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2. Дифференциал неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению 
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4. 
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5. Постоянный множитель в подынтегральном выражении можно выносить за знак неопределенного интеграла, т.е. 
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-постоянный множитель.



6. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы(разности) конечного числа функции равен алгебраической сумме(разности) неопределенных интегралов этих функции, т.е. 
[image: image25.wmf]ò

ò

ò

±

=

±

dx

x

g

dx

x

f

dx

x

g

x

f

)

(

)

(

))

(

)

(

(

 


Интегрирование представляет собой операцию, обратную дифференцированию.

Таблица неопределённых интегралов.

1. 
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Классические методы интегрирования.

1) Непосредственное интегрирование – это интегрирование с применением свойств интеграла, тождественных преобразований подынтегральной функции,  а также таблицы основных интегралов. 
2) Подведение под знак дифференциала. По определению дифференциала функции 
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 переход в этом равенстве слева направо называют подведением множителя 
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 под знак дифференциала.
3) Метод замены переменной интегрирования ( метод подстановки) состоит в том, что в интеграле  
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 соотношением 
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- непрерывная строго монотонная функция, имеющая непрерывную производную 
[image: image53.wmf](

)

t

/

j

 на некотором интервале изменения 
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При этом стремятся подобрать такую подстановку, чтобы интеграл в правой части равенства был табличным или путь его нахождения был ясен. После того как этот интеграл найден, возвращаются к первоначальной переменной с помощью обратной подстановки 
[image: image56.wmf](

)

x

t

1

-

=

j

.

4) Интегрирование по частям основано на применении формулы
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- непрерывно дифференцируемые на некотором интервале функции. Эта формула носит название формулы интегрирования по частям. Она дает возможность свести нахождение интеграла 
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 берется такая функция, которая при дифференцировании упрощается, а за 
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- та часть подынтегрального выражения, интеграл от которой известен или может быть найден. К числу интегралов, вычисляемых интегрированием по частям, относятся интегралы вида 
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-многочлен(в частности, степенная функция 
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Для интегралов вида 
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 принимается соответственно функции 
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 Интегрирование тригонометрических выражений.  

1) Интегрирование произведений синусов и косинусов осуществляется с помощью следующих формул тригонометрии:

1. 
[image: image78.wmf])

cos(

2

1

)

cos(

2

1

cos

 

cos

b

a

b

a

b

a

+

+

-

=

  

2. 
[image: image79.wmf])

cos(

2

1

)

cos(

2

1

sin

 

sin

b

a

b

a

b

a

+

+

-

=


3. 
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Позволяют представлять произведения синусов и косинусов в виде линейных комбинаций тех же функций(с другими аргументами) и могут быть использованы для интегрирования в рассматриваемом случае.

2) Вычисление интеграла 
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- четные неотрицательные числа.

Применение формул тригонометрии 
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позволяет повторным уменьшением вдвое показателей степени синуса и косинуса свести рассматриваемые интегралы к сумме интегралов от констант и нечетных степеней синуса и косинуса.

3) Вычисление интеграла 
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- нечетное положительное целое число.

Если показатель степени одной из тригонометрических функций – нечетное положительное целое число, то, принимая другую функцию за 
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, рассматриваемый интеграл сводится к табличному.

4) Интегралы вида 
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- рациональная функция.

Интегралы указанного вида приводятся к интегралам от рациональных функций с помощью подстановки 
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Рациональной функцией 
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 двух переменных 
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 и 
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 называется функция, представляющая частное двух многочленов относительно этих переменных. Например: 
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. Способы интегрирования рациональных функций синуса и косинуса.

Подстановка 
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 называется универсальной тригонометрической подстановкой. В результате этой подстановки имеем:
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