Модуль №4. « Интегральное исчисление функций одной переменной»

Лекция №14.

Интегрирование иррациональных выражений. Интегрирование простейших и рациональных дробей.

Интегрирование некоторых видов иррациональностей.

1) Интегралы вида 
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 такие интегралы путем выделения полного квадрата из квадратного трехчлена приводятся к табличным интегралам:

1) если 
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2) если 
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2) Интегралы вида 
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- рациональная функция своих аргументов, 
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- натуральные числа. Такие интегралы приводятся с помощью подстановки 
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- общий знаменатель дробей 
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,  интегралу рациональной дроби.

3) Интегралы вида 
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сводятся к интегралам функций, рационально зависящих от синуса и косинуса. Для этого достаточно в интегралах:

1) 
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 сделать подстановку 
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3) 
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Интегрирование простейших и рациональных дробей.

Рациональной дробью называется дробь вида 
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- многочлены с действительными коэффициентами. Рациональная дробь называется правильной, если степень многочлена 
[image: image25.wmf](

)

x

P

 ниже степени многочлена 
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, в противном случае дробь называется неправильной .
Простейшими дробями называются правильные дроби следующих четырех типов:

I-й тип  
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II-й тип 
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III-й тип 
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IV-й тип 
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Интегрирование простейших дробей I и II типа не вызывает трудностей: 
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Для  того чтобы проинтегрировать простейшую дробь III-го типа 
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(1)

Интеграл (1) представляет частный случай простейшей дроби III-го типа. Выделим в знаменателе подынтегральной функции (1) полный квадрат: 
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Таким образом, 
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(2)

Для интегрирования простейших дробей III-го типа 
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(3)

выделяют в числителе дроби производную от знаменателя. После чего интеграл (3) представит сумму двух интегралов: в первом интеграле числитель является производной знаменателя, поэтому
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второй интеграл находится по формуле (2). 

При интегрировании простейшей дроби IV типа 
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(5)

Сначала поступают, как и при интегрировании простейшей дроби III-го типа, т.е. выделяют в числителе дроби (5) производную от знаменателя. После чего интеграл (5) представляет сумму двух интегралов: первый интеграл находится легко с помощью подстановки 
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, а второй линейной подстановкой сводят к интегралу вида  
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Для интеграла 
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 имеет место следующая рекуррентная формула: 
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Интегрирование рациональных дробей.

Для интегрирования рациональных дробей  
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- многочлены с действительными коэффициентами, последовательно выполняют три шага.

Первый шаг. Если дробь неправильная выделяют целую часть рациональной дроби 
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 по правилу деления многочлена на многочлен. После этого рациональная дробь может быть записана в виде суммы, выделенной целой части – многочлена 
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Второй шаг. Всякая правильная рациональная дробь может быть представлена в виде суммы конечного числа простейших дробей четырех типов. Правильную остаточную дробь 
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 разлагают на простейшие дроби. Для этого находят корни уравнения 
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 на множители первой и второй степени с действительными коэффициентами. После этого правильная остаточная дробь 
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 разлагаются на простейшие дроби в числителе которых находятся неопределенные (неизвестные) коэффициенты. Для нахождения неопределенных коэффициентов используют способ сравнения коэффициентов, способ частных значений.


Третий шаг. Находят интегралы выделенной целой и всех простейших дробей, которые затем складывают.
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