Модуль №4. « Интегральное исчисление функций одной переменной»

Лекция №15.

Определенный интеграл: свойства, формула Ньютона-Лейбница, геометрические приложения. 

Несобственные интегралы.

Пусть функция 
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 определена на отрезке 
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 на каждом из частичных отрезков 
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 возьмем произвольную точку 
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 и составим сумму
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, которая называется интегральной суммой функции 
[image: image9.wmf](

)

x

f

 на отрезке 
[image: image10.wmf][

]

b

a

,

.

Определение. Предел интегральной суммы при условии, что число отрезков 
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 стремится к бесконечности, а длина наибольшего из них стремится к нулю, называется определенным интегралом функции 
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Если 
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 непрерывна на 
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Свойства определенных интегралов.


1) Определенный интеграл с одинаковыми пределами интегрирования равен нулю, т.е. 
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2) Величина определенного интеграла не зависит от обозначения переменной интегрирования, т.е. 
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3) При перестановке пределов интегрирования величина определенного интеграла не меняется, а изменяется лишь знак, т.е. 
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4) Если отрезок интегрирования разбит на части, то определенный интеграл по этому отрезку равен сумме определенных интегралов по частям, т.е. если 
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5) Определенный интеграл равен произведению длины отрезка интегрирования на значение подынтегральной функции в некоторой точке 
[image: image23.wmf]c

 внутри его, т.е. 
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6) Если верхний предел интегрирования больше нижнего, а 
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 подынтегральная функция положительна, то и определенный интеграл положителен, т.е. если 
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7) Если верхний предел интегрирования больше нижнего функции 
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 можно почленно интегрировать, т.е. 
[image: image37.wmf](

)

(

)

dx

x

dx

x

f

b

a

b

a

ò

ò

³

j


8) Если функция 
[image: image38.wmf](

)

x

f

 четна на 
[image: image39.wmf][

]

a

a

,

-

, то 
[image: image40.wmf](

)

(

)

ò

ò

=

-

a

a

a

dx

x

f

dx

x

f

0

2


9) Если функция 
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10) 
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11) 
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Если 
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, то справедлива формула Ньютона-Лейбница:
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Если функция 
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Эта формула называется формулой замены переменной в определенном интеграле. Кроме подстановки 
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 геометрически представляет собой площадь криволинейной трапеции- фигуры, ограниченной линиями 
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Геометрические приложения определенного интеграла.

Площади плоских фигур. 

1) Вычисление площади в прямоугольных координатах. Если непрерывная кривая задана уравнением 
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, то площадь криволинейной трапеции ограниченной этой кривой, двумя вертикалями в точках 
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Если площадь 
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 ограничена двумя непрерывными кривыми 
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2) Вычисление площади ограниченной кривой, заданной параметрическими уравнениями. Если кривая задана уравнениями в параметрической форме:
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то площадь криволинейной трапеции, ограниченной этой кривой, двумя вертикалями 
[image: image79.wmf]a

x

=

 и 
[image: image80.wmf]b

y

=

 и отрезком оси 
[image: image81.wmf]Ox

, выражается интегралом


[image: image82.wmf](

)

(

)

ò

=

2

1

/

t

t

dt

t

t

S

j

y


где 
[image: image83.wmf]1

t

 и 
[image: image84.wmf]2

t

 определяются из уравнений 
[image: image85.wmf](

)

1

t

a

j

=

 и 
[image: image86.wmf](

)

2

t

b

j

=

 (
[image: image87.wmf](

)

0

³

t

j

 на отрезке 
[image: image88.wmf][

]

2

1

,

t

t

).

3) Вычисление площади в полярных координатах.Если кривая задана уравнением в полярных координатах 
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Длина дуги плоской кривой.

1) Если кривая задана параметрическими уравнениями 
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2) Если кривая задана уравнением вида 
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Аналогично, если кривая задана уравнением вида 
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3) Если кривая задана уравнением в полярных координатах:


[image: image105.wmf](

)

b

j

a

j

£

£

=

,

r

r

, то


[image: image106.wmf]ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

b

a

j

j

d

d

dr

r

L

2

2

.

Объем тела вращения.

1) Объем тела, образованного вращением вокруг оси 
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 криволинейной трапеции, ограниченной кривой 
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вычисляется по формуле
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2) Объем тела, образованного вращением вокруг оси 
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фигуры, ограниченной кривой 
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вычисляется по формуле


[image: image116.wmf](

)

ò

=

d

c

y

dy

y

V

2

j

p


Площадь поверхности тела вращения. 1) Площадь поверхности образованной вращением вокруг оси 
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 дуги кривой 
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 - дифференциал дуги кривой.

2) Если кривая задана параметрическими уравнениями 
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Приложение определенного интеграла в механике .

1) Статистические моменты 
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[image: image137.wmf](
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2) Координаты центра тяжести той же дуги вычисляется так:
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[image: image139.wmf]s

-  длина дуги 
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Несобственные интегралы. 
Если функция 
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Интегралы 
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 называются сходящимися, если существует предел в правой части равенства, и называется расходящимся, если  не существует предела в правой части равенства.  Аналогично, если 
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