Модуль№1.  «Линейная  и векторная алгебра»
Лекция №2. 
Обратная матрица. Решение систем n линейных уравнений c n неизвестными: формулы Крамера,  матричный метод, метод Гаусса. Матричные уравнения.
Обратная матрица. 

Матрица А называется невырожденной  (неособенной), если 
[image: image1.wmf]0
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 . Матрица А называется вырожденной (особенной), если 
[image: image2.wmf]0
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Обратной матрицей к  квадратной матрице А называется такая матрица (обозначается  
[image: image3.wmf]1
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),  что 
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Теорема 1.  Всякая невырожденная квадратная матрица имеет обратную матрицу.

Пусть матрица A квадратная матрица 2-го порядка:
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Обратная матрица 
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 для квадратной матрицы 2-го порядка находится по формулам:
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где  
[image: image10.wmf]A
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- определитель матрицы А, 
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- алгебраические дополнения элементов 
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матрицы А.

Пример 1. Найти 
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 матрицы  
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Решение: Запишем 
[image: image15.wmf]A
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 :
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Вычислим 
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Матрица А  невырожденная (неособенная), так как 
[image: image19.wmf]0
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. По теореме 1 матрица А имеет обратную матрицу 
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, которую находят по формулам (1) или (2).   Но прежде чем, использовать формулы необходимо вычислить 
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По  формуле (1) имеем:
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По  формуле (2) имеем:
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Проверим правильность нахождения матрицы 
[image: image32.wmf]1

-

А

:


[image: image33.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

41234224

4212100

111

31133214

3134010

101010

11

100

10

1010

.

1101

010

1010

AA

E

-

×+××-+×

æö

-

æöæöæö

×=×=×=×=

ç÷

ç÷ç÷ç÷

-×+×-×-+×

-

èøèøèø

èø

æö

××

ç÷

æö

===

ç÷

ç÷

ç÷

èø

××

ç÷

èø


Замечание. При проверке правильности нахождения обратной матрицы обычно используют выражение обратной матрицы по формуле (1).
Пусть матрица A квадратная матрица 3-го порядка
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 Обратная матрица 
[image: image35.wmf]1
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 для квадратной матрицы 3-го порядка А находится по формулам: 
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или
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где 
[image: image38.wmf]A
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- определитель матрицы А,
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- алгебраические дополнения элементов 
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 матрицы А.

 Решение систем n линейных уравнений c n неизвестными (СЛАУ ).
 Пусть дана линейная система n уравнений с n неизвестными:
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- неизвестные, 
[image: image43.wmf]ij
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- коэффициенты при неизвестных, 
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Решением системы уравнений (5) называется совокупность n чисел
[image: image45.wmf](
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, которые, будучи поставлены вместо неизвестных уравнения (5), обращают эти уравнения в тождества.

Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение. Система уравнений называется несовместной, если она не имеет ни одного решения. Совместная система называется определенной, если она имеет только одно решение. Совместная система называется неопределенной, если она имеет больше одного решения.

Матрицей системы (5)  называется матрица, составленная из коэффициентов при неизвестных: 
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Определителем системы (5) называется определитель матрицы системы (5):
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Решение СЛАУ.


Рассмотрим методы решения  СЛАУ для систем с тремя  уравнениями с тремя неизвестными

1) Решение СЛАУ по формулам Крамера.  Пусть дана СЛАУ
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Запишем определитель СЛАУ:
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Если заменить столбец из коэффициентов при 
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 в определителе системы 
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 столбцом свободных членов системы (6) получим определитель 
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Продолжая аналогичный процесс, можно получить 
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Правило Крамера.  Если определитель системы (6) отличен от нуля, то система линейных уравнений (6) всегда имеет решение. Это решение единственное и может быть получено по формулам Крамера:
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2) решение СЛАУ матричным методом. 
СЛАУ  (6) в матричном виде записывается следующим образом :  A·X=B, где 
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. Решим матричное уравнение:                                     
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Решение системы (6) имеет вид:
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А

Х

1

-

=

,  где 
[image: image62.wmf]1

-

А

 обратная матрица.


 3) решение СЛАУ по методу Гаусса. Пусть дана система (6). 


Уравнение
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называется линейной комбинацией уравнений данной системы.


Две системы линейных уравнений называется линейно эквивалентными, если каждое уравнение первой системы есть линейная комбинация уравнений второй системы и каждое уравнение второй системы есть линейная комбинация уравнений первой системы.


Элементарными преобразованиями системы линейных уравнений назовем умножение на отличное от нуля число, перестановку уравнений местами и прибавление к одному уравнению другого умноженного на некоторое число.

Элементарные преобразования переводят систему в линейно эквивалентную.


Теорема. Система 3-х линейных алгебраических  уравнений с 3 неизвестными с неравным нулю определителем коэффициентов матрицы приводится посредством элементарных преобразований к системе с треугольной матрицей.


Матричные уравнения простейшего вида с неизвестной матрицей X записываются следующим образом:
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В этих уравнениях  А, В, С, X – матрицы таких размеров, что все используемые операции умножения возможны, и с обеих сторон от знаков равенства находятся матрицы одинаковых размеров. 


Если в уравнениях (8), (9) матрица А невырожденная, то их решения записываются следующим образом:
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Если в уравнении (10) матрицы А и  С невырожденны, то его решение записывается так:
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Пример 2. Решить матричное уравнение 
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Решение: Запишем данное матричное уравнение в виде 
[image: image70.wmf].
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Его решением является матрица 
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ÕÀÂ

-

=

(если существует матрица 
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1) Найдем 
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Значит, матрица А невырожденная и имеет обратную матрицу 
[image: image75.wmf]1
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2) Находим обратную матрицу  
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Находим  
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По  формуле (1) имеем:
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3) Находим матрицу Х  :
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