Модуль№1.  «Линейная  и векторная алгебра»
Лекция №3.
Ранг матрицы. Решение систем m линейных уравнений c n неизвестными: теорема Кронекера - Капелли. Однородная СЛАУ.

Ранг матрицы. 

Пусть дана матрица  А,  содержащая m строк и n столбцов
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Пусть в матрице  произвольно выделено k-строк и k-столбцов. Элементы, стоящие на пересечении выделенных строк и столбцов образуют квадратную матрицу порядка k, определитель которой называется минором k-го порядка.
Например, в матрице  
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  можно указать миноры 1-го порядка, 2-го порядка, 3-го порядка:

- миноры 1-го порядка 
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- миноры 2-го порядка 
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- миноры 3-го порядка  
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Определение. Рангом матрицы называется  наибольший порядок минора, величина которого  отлична от нуля. Обозначения: 
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Например,   матрица 
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  имеет миноры 1-го и 2-го порядка. Наибольший порядок минора матрицы В два , но все миноры  2-го порядка матрицы В равны нулю:
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Значит, ранг матрицы В равен 1 (
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), так как среди миноров 1-го порядка присутствуют миноры величина которых отлична от нуля:
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Определение. Базисным минором  называется любой из  миноров матрицы А , порядок которого равен рангу матрицы А.
Например,   базисными минорами матрицы 
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  является каждый из ненулевых миноров 1-го порядка:
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Ранг матрицы имеет всякая матрица.
 Существуют методы  вычисления ранга матрицы: метод «окаймляющих » миноров,  метод элементарных преобразований.

Метод «окаймляющих » миноров нахождения ранга матрицы состоит в следующем. Необходимо:

1) Найти какой-нибудь минор  первого порядка   
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( т.е. элемент матрицы), отличный от нуля. Если такого минора нет, то матрица А нулевая и 
[image: image36.wmf]()0

rA

=

. Если же такой минор есть, то переходим к 2).

2) Вычислять миноры 2-го порядка 
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, отличный от нуля. Если такого минора нет, то 
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k) Вычислять (если они существуют ) миноры k-го порядка, окаймляющие минор 
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. Если таких миноров нет, или они все равны нулю, то 
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, и процесс продолжается.
  
При нахождении ранга матрицы таким способом достаточно на каждом шаге найти всего один ненулевой минор k-го порядка, причем искать его только среди миноров, содержащих минор 
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Для вычисления ранга матрицы существует метод не связанный с теоремой о ранге и не требующий вычисления миноров матрицы – метод элементарных преобразований.

Элементарные  преобразования матрицы: 1) замена строк столбцами, а столбцов – соответствующими строками (транспонирование); 2) перестановка строк (столбцов) матрицы местами ; 3) умножение какой –либо  строки (столбца) на число,  отличное от нуля; 4) сложение к элементам одной строки (столбца) соответствующих элементов другой строки (столбца), умноженные на число, отличное от нуля; 5) вычеркивание строки (столбца), все элементы которой равны нулю. 

Теорема 1. Ранг матрицы не изменится от элементарных преобразований матрицы. 

Теорема 2. Ранг ступенчатой матрицы равен количеству ее ненулевых строк.

Метод элементарных преобразований нахождения ранга матрицы заключается в том, что матрицу А приводят к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований; количество ненулевых строк полученной ступенчатой матрицы есть искомый ранг матрицы А.
Решение систем m линейных уравнений c n неизвестными: теорема Кронекера - Капелли 
Пусть дана произвольная система линейных уравнений


[image: image48.wmf](

)

1

...

...

..........

..........

..........

..........

...

...

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

m

n

mn

m

m

n

n

n

n

b

х

а

х

а

х

а

b

х

а

х

а

х

а

b

х

а

х

а

х

а



[image: image49.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

m

mn

m

m

n

n

mn

m

m

n

n

b

b

b

а

а

а

а

а

а

а

а

а

B

а

а

а

а

а

а

а

а

а

А

...

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

....

2

1

2

1

2

22

21

1

12

11

2

1

2

22

21

1

12

11


Матрица А – матрица системы уравнений (1). Матрица В- расширенная матрица системы уравнений (1). 

Теорема Кронекера-Капелли. Для совместности системы линейных уравнений (1) необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы (1)был равен рангу расширенной матрицы системы (1).

Возможны случаи: 
1 сл.) 
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, то система (1) не имеет решений.

2 сл.) 
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, то система (1) имеет решение.

Если 
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 (где n число неизвестных системы уравнений), то система (1) имеет единственное решение ( совместная определенная система ), а если 
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, в этом случае система (1) имеет  бесконечное множество решений зависящее от (n – r) произвольных постоянных (совместная неопределенная система).


Теорема Кронекера-Капелли применяется при исследовании СЛАУ из n уравнений с  n неизвестными в случае, когда определитель этой СЛАУ равен нулю.
Однородная СЛАУ.
СЛАУ называется однородной, если свободные члены равны нулю: 
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       (2)

Однородная СЛАУ (2) всегда совместна., это следует из теоремы Кронекера –Капелли. Значение неизвестных  
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    образует нулевое (тривиальное) решение системы. Для однородной СЛАУ важно установить, имеет ли она ненулевые решения.

Теорема 2 . Для того чтобы система линейных однородных уравнений (2) имела нетривиальные решения, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы был меньше числа неизвестных.
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