Модуль№1.  «Линейная  и векторная алгебра»
Лекция №4.
Векторы и линейные операции над векторами. Базис векторов. Скалярное   произведение векторов.


Вектором называется направленный отрезок. Расстояние между началом и концом вектора называется его длинной и обозначается так: 
[image: image1.wmf]®

®

а

АВ

,

. 
Векторы, параллельные одной прямой или лежащие на прямой называются коллинеарными. Векторы, расположенные в одной плоскости или параллельные одной и той же плоскости называются компланарными. 
Два вектора 
[image: image2.wmf]®
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 и 
[image: image3.wmf]®
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 называются равными, если они коллинеарные, одинаково направлены и равны по длине. Все нулевые векторы считаются равными. Векторы, изучаемые в геометрии называют свободными.(Они определены с точностью до приложения). 

Линейными операциями называют операцию сложения векторов и операцию умножения векторов на вещественные числа.

Теорема 1. Если вектор 
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 коллинеарен не нулевому вектору 
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 , то существует вещественное число 
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 такое, что 
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Проекцией вектора 
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АВ

 на ось Ох называется длина отрезка СД этой оси, заключенного между основаниями перпендикуляров, проведенных из начальной и конечной точек вектора 
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, взятая со знаком плюс, если направление отрезка СД совпадает с направлением оси проекции, и со знаком минус, если эти направления противоположны. Записывают : 
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Теорема 2. Проекция вектора на ось равна длине вектора, умноженной на косинус угла между вектором и осью: 
[image: image11.wmf]a
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Основные свойства проекции вектора на ось заключаются в том, что линейные операции над векторами приводят к соответствующим линейным операциям над проекциями этих векторов (на произвольную ось).

Теорема 3. При умножении вектора 
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 на число m его проекция на ось умножается на то же число:
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Теорема 4. Проекция суммы двух векторов на ось равна сумме проекций составляющих на ту же ось: 
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Теоремы 3 и 4 называют линейными свойствами проекции . 
Базис векторов.

Базисом на плоскости называют два неколлинеарных вектора на этой плоскости, взятых в определенном порядке.

Теорема 5. Пусть на плоскости выбран базис 
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с базисными векторами  
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 тогда любой вектор 
[image: image17.wmf]®

а

 этой плоскости можно представить единственным образом, как линейную комбинацию векторов базиса 
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Базис называют ортонормированным, если базисные векторы попарно ортогональны и имеют длину, равную единице.
Декартовой системой координат на плоскости называется совокупность фиксированной точки О и базиса 
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 с базисными векторами  
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, где  векторы базиса взаимно ортогональны и имеют длину равную единице (ортонормированный базис).

Декартова система координат на плоскости с ортонормированным базисом, обозначают через 
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 называется прямоугольной системой координат.

Базисом в пространстве называют три некомпланарных вектора, взятых в определенном порядке.

Теорема 6. Пусть в пространстве выбран базис 
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 с базисными векторами  
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 тогда любой вектор 
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 пространства можно представить единственным образом, как линейную комбинацию векторов базиса 
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- координаты вектора 
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 в данном базисе. 

Декартовой системой координат в пространстве называется совокупность фиксированной точки О и базиса 
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 с базисными векторами 
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, векторы базиса взаимно ортогональны и имеют длину равную единице(ортонормированный базис).


Декартова система координат в пространстве с ортонормированным базисом, который обозначают через 
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 называется прямоугольной системой координат.


Разложение вектора 
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 по осям координат 
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 в пространстве: 
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- координаты вектора. Координатами вектора называют его проекции на координатные оси Ох,Оу,Оz и пишут 
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Теорема 7. Декартовы прямоугольные координаты 
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 вектора 
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 равны проекциям этого вектора на оси Ох, Оу, и Оz соответственно.

         Модуль вектора 
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  в пространстве вычисляется по формуле: 
[image: image39.wmf]2

2

2

z

y

x

a

a

a

a

+

+

=


Направление вектора 
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определяется углами 
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 образованным им с осями координат Ох,Оу,Оz косинусы этих углов определяются по формулам: 
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и называются направляющими косинусами вектора, Направляющие косинусы вектора связаны соотношением 
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Теорема 8. При сложении двух векторов 
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их координаты (относительно любого базиса) складываются, при умножении вектора 
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 на любое число 
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 все его координаты умножаются на это число.


Вектор 
[image: image48.wmf]®
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начало которого находится в начале координат, а конец – в точке М(х,y,z) называют радиусом-вектором точки  М и обозначают 
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Система векторов 
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называется линейно зависимой, если существуют такие постоянные 
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 одновременно не равные нулю, что имеет место равенство: 
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 одновременно равны нулю, то система называется линейно независимой.

Теорема 9. Необходимым и достаточным условием линейной зависимости двух векторов является их коллинеарность.

Следствие 1. Если векторы 
[image: image54.wmf]а

 и 
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 не коллинеарны, то они линейно независимы.

Теорема 10. Необходимым и достаточным условием линейной зависимости трех векторов является их компланарность.

Следствие 1. Если векторы 
[image: image56.wmf]а

,
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 и 
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 не компланарны, то они линейно независимы.

Скалярное  произведение векторов. 


Углом между двумя векторами 
[image: image59.wmf]®
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 называется наименьший угол АОВ между этими векторами, приведенными к общему началу О.

Определениие 1. Скалярным произведением двух векторов называется число, равное произведению длин векторов- сомножителей на косинус угла между ними:
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Формула (1) может иметь вид 
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Определение 2. Скалярным произведением двух векторов называется число, равное произведению длинны одного их этих векторов на проекцию другого вектора на ось, определяемую первым из указанных векторов.
Геометрические свойства скалярного произведения двух векторов: 
1) Необходимым и достаточным условием ортогональности двух векторов является равенство нулю их скалярного произведения.

2) Два ненулевых вектора 
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 и 
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 составляют острый(тупой) угол тогда и только тогда, когда их скалярное произведение положительно(отрицательно).

Алгебраические свойства скалярного произведения двух векторов:

1. 
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2. Для любого вектора 
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скалярный квадрат равен квадрату длины: 
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Из (3) следует
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Перечисленные свойства имеют фундаментальное значение. Они позволяют при скалярном перемножении векторных многочленов выполнять действия почленно, не заботясь при этом о порядке векторных множителей и сочетая числовые множители.

Выражение скалярного произведения векторов  в декартовых координатах. 
Пусть  вектора 
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 и 
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, заданны в координатной форме 
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тогда :
1) скалярное произведение векторов 
[image: image72.wmf]а

 и 
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равно сумме попарных произведений их соответствующих координат, т.е. 
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2) условие ортогональности векторов  
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, является равенство нулю их скалярного произведения  
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3) угол 
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 между векторами 
[image: image79.wmf]а

 и 
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определяется по формуле 
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