Модуль №2  «Аналитическая геометрия на плоскости и в пространстве»
Лекция №7.
Кривые второго порядка: окружность, эллипс, гипербола и парабола. 
Полярная система координат.

Кривыми второго порядка на плоскости называются линии, которые аналитически определяются уравнениями второй степени относительно переменных координат х и у. К ним относятся окружность, эллипс, гипербола, парабола. Общее алгебраическое уравнение 2-й степени записываются так:                     
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Окружность есть геометрическое место точек плоскости, равноудаленных от центра той плоскости. Если в (1) 
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   (2),
(2)- общее уравнение окружности.

Запомнить! Если в уравнении второй степени при квадратах переменных одинаковые коэффициенты, а члена с произведением переменных нет, то данное уравнение есть уравнение окружности .


Уравнение (2) с помощью метода выделения полного квадрата приводится к виду: 
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(3) –уравнение окружности с центром в точке О(а,b); R – радиус окружности, х и у – текущие координаты, 
[image: image5.wmf]а

 и b – координаты центра окружности О. Если центр окружности лежит в начале координат, то уравнение (3) принимает простейший вид: 
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            Эллипсом называется множество точек плоскости, сумма расстояний от которых до двух данных точек 
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, есть величина постоянная(большая, чем расстояние между фокусами). Точки 
[image: image9.wmf]1

F

 и 
[image: image10.wmf]2

F

 называются фокусами эллипса, а расстояние между ними – фокальным расстоянием.

Если обозначить постоянную величину через 2а, а расстояние между фокусами через 2с и выбрать систему координат так, чтобы ось Ох проходила через фокусы, а начало координат совпадало с серединой отрезка 
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, то уравнение эллипса примет вид:  
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(5)- каноническое уравнение эллипса; 
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Начало координат О является центром симметрии эллипса, а оси координат – осями симметрии эллипса (две оси симметрии). Прямая, проходящая через фокусы, называется первой или фокальной осью симметрии, а перпендикулярная к ней ось – второй осью симметрии. Точки 
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 называются вершинами эллипса, а длины отрезков 
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Вытянутость эллипса характеризуется величиной называемой эксцентриситетом эллипса 
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                Гиперболой называется множество точек плоскости, модули разности расстояний от которых до двух данных точек 
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 и 
[image: image22.wmf]2
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, называемых фокусами гиперболы, есть величина постоянная(не равная нулю и меньшая, чем расстояние между фокусами). Если обозначить постоянную величину через 2с и выбрать систему координат так же, как и для эллипса, то уравнение гиперболы примет вид: 
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 (7) - каноническое уравнение гиперболы; 
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Оси координат являются осями симметрии гиперболы: ось симметрии, проходящая через фокусы – первой или фокальной осью симметрии, а перпендикулярная к ней ось, проходящая через центр – второй или мнимой осью симметрии. Точка О- её центром симметрии. Гипербола пересекает ось абсцисс в точках 
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, которые называются действительными вершинами, а величина 
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- действительной полуосью гиперболы. Точки 
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 называются мнимыми вершинами гиперболы, а величина 
[image: image30.wmf]2
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 мнимой полуосью. Прямоугольник с центром в начале координат и сторонами, параллельными координатным осям и проходящими через вершины гиперболы называются основным прямоугольником гиперболы.
Гипербола имеет две асимптоты т.е. прямые к которым неограниченно приближаются ветви гиперболы. Уравнения асимптот: 
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(8). Асимптоты гиперболы являются диагоналями основного прямоугольника. Для построения гиперболы сначала нужно построить её асимптоты, а затем уже саму кривую.

Эксцентриситет гиперболы 
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 характеризует вытянутость основного прямоугольника гиперболы: 
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Параболой называется множество точек плоскости, равноудаленных от данной точки F, называемой фокусом параболы, и данной прямой 
[image: image35.wmf]1
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, называемой её директрисой.

 Если выбрать прямоугольную систему координат так, чтобы ось Ох проходила через фокус F и была перпендикулярна к директрисе, и ось Оу проходила посередине между фокусом и директрисой, то уравнение параболы: 
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 (9), (9)–каноническое уравнение параболы; 
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- расстояние от фокуса до директрисы. Уравнение директрисы 
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. Начало координат является вершиной параболы, а ось абсцисс – её осью симметрии. Эксцентриситет параболы 
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Если ось симметрии параболы служит ось ординат Оу, то уравнение параболы имеет вид:                                 
[image: image41.wmf](
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Уравнение директрисы в этом случае 
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Полярная система координат определятся заданием некоторой точки О, луча Ох, исходящего из этой точки, и единицы масштаба. Точка О называется полюсом, а луч Ох – полярной осью. Если М- произвольная точка плоскости, не совпадающая с полюсом, то её положение на плоскости определяется заданием двух чисел: расстоянием 
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 между полярной осью и вектором 
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. Угол 
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 называется полярным углом, а расстояние r- полярным радиусом точки. Полярный радиус r и полярный угол 
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 точки М называют её полярными координатами и записывают 
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 заключен в пределах 
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Если выбрать декартову систему координат так, чтобы её начало совпало с полюсом, а ось Ох –с полярной осью, то между полярными координатами 
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 и декартовыми координатами х,у каждой точки М существует следующая связь: 
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Из этих формул следует: 
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Полярные уравнения линий. В полярных координатах линия задаётся уравнением 
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, связывающим полярные координат её текущей точки. Если возможно, это уравнение  разрешают обычно относительно 
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, и тогда полярное уравнение линии принимает вид 
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 непериодическая, то углу 
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, обычно придают все возможные  для данной функции значения, не ограничиваясь изменением его только в пределах первого периода.

Чтобы перейти от уравнения линии 
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 в декартовых координатах к её полярному уравнению, нужно подставить в декартово уравнение  вместо 
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 их выражения из формулы (11). Обратный переход от полярного уравнения 
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 к декартову уравнению той же линии осуществляется с помощью формул (12)-(14).
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