Модуль №3 «Дифференциальное исчисление функций одной переменной».
Лекция №9.

Множества. Числовые последовательности: предел, свойства. Функция: задание, предел, свойства. Замечательные пределы. 
В математике встречаются самые разнообразные множества. Можно говорить о множестве граней многогранника, множестве точек на прямой, множестве натуральных чисел и т.д. Множество обозначают прописными буквами А,В,С,…, а их элементы – малыми 
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. Утверждение «элемент 
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 принадлежит множеству А» символически записывается так: 
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; запись 
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 означает , что элемент 
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 не принадлежит А. Если все элементы, из которых состоит А, входят и в В то мы называем А подмножеством множества В и пишем 
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A

Ì

. Целесообразно ввести понятие пустого множества, т.е. множества, не содержащего ни одного элемента, которое  обозначают  символом (.  Любое множество содержит ( в качестве подмножества.


Пусть А и В – произвольные множества; Суммой или объединением 
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 называется множество, состоящее из всех элементов принадлежащих, их хотя бы одному из множеств А и В. Пересечением 
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 множеств А и В множество, состоящее из всех элементов, принадлежащих как А, так и В.  Разностью 
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 множеств А и В совокупность тех элементов из А, которое не содержится в В. Иногда удобно рассматривать так называемую симметрическую разность двух множеств А и В, которая определяется как сумма разностей А\В и В\А. Симметрическую разность С множеств А и В обозначают символом 
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Последовательность. 

Переменная считается заданной, если указано множество 
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 значений, которое она может принять. Постоянную величину удобно рассматривать как частный случай переменной; она отвечает предположению, что множество 
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 состоит из одного элемента.

 Представим себе натуральный ряд: 1,2,3,…,
[image: image15.wmf]n

,…,
[image: image16.wmf]/

n

,…
            (1),

в котором числа расположены в порядке возрастания, так что большее число 
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 следует за меньшим числом 
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. Если теперь заменить в ряде (1), по какому-нибудь закону, каждое натуральное число 
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 некоторым вещественным числом 
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, то получится числовая последовательность:
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члены и элементы которой 
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 занумерованы всеми натуральными числами и расположены в порядке возрастания номеров. При 
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следует за членом 
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 независимо от того будет ли само число 
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 больше или меньше или равно числу
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Иногда, нам может быть неизвестно выражение для общего члена 
[image: image28.wmf]n
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 последовательности (2). Тем не менее, последовательность (2), а с нею и отвечающая ей варианта, считается заданной, если мы все же владеем правилом, по которому может быть вычислено любое значение последовательности, лишь только известен его номер. 

              Пусть даны произвольные последовательности 
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 . Суммой этих последовательностей называется 
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 ; произведением – последовательность  
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 ; частным – последовательность 
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 , где все элементы 
[image: image34.wmf]n

b

 последовательности 
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 должны быть отличны от нуля.

             Последовательность 
[image: image36.wmf]{

}

n

a

 называется ограниченной сверху, если существует такое вещественное число М, что каждый элемент 
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 последовательности 
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 удовлетворяет неравенству 
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. Например, 
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последовательности 
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 равно любому числу не меньше 1.

             Последовательность 
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 называется ограниченной снизу, если существует такое вещественное число 
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, что каждый элемент 
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 последовательности 
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. Например, за 
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последовательности 
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 можно взять любое число меньше или равное нуля.

 
Последовательность 
[image: image49.wmf]{
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 называется ограниченной, если она ограничена и сверху. и снизу, т.е. для любого элемента этой последовательности 
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Определение 1. Постоянное число 
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 называется пределом последовательности 
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, если для любого произвольного  малого числа 
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 существует такой номер N, что для всех членов последовательности, номер которых 
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,  выполняется  неравенство:       
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Факт, что 
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 является пределом последовательности, записывают так: 
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 и говорят, то эта последовательность сходится к 
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. Если последовательность имеет предел, то ее называют сходящейся, в противном случае – расходящейся. Номер N, вообще говоря, не может быть указан раз навсегда: он зависит от выбора числа 
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. Для того чтобы подчеркнуть это, мы иной раз вместо N будем писать 
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. При уменьшении числа 
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 соответствующий номер 
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, вообще говоря увеличивается; чем большей близости значений последовательности 
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 к 
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 мы требуем, тем более далекие значения её – в ряду (2) – приходится рассматривать. Исключение представляет собой тот случай, когда все значения последовательности 
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 равны постоянному числу 
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               Основные свойства сходящихся последовательностей.
1) Сходящаяся последовательность имеет только один предел.

2) Сходящаяся последовательность ограничена.

3) Для сходящихся последовательностей имеет место: 
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               Функция.

 Действительными(вещественными) числами называются рациональные и иррациональные числа. Множество всех действительных чисел обозначается буквой R. Каждое действительное число может быть изображено точкой на числовой прямой.


Пусть даны два непустых множества Х и У. Если каждому элементу х из множества Х по определенному правилу ставится в соответствие один и только один элемент у из У, то говорят, что на множестве Х задана функция со множеством значении У: записывают так: 
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, где множество Х – область определения функции, множество У – множество значений функции. Если У является функцией от х, то пишут 
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. Буква 
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, характеризует то правило, по которому  получается значение у, соответствующие заданному аргументу х. Область определения функции 
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обозначается через Д(f), а множество значений – через 
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, аргумент х называют независимой переменной, функцию у- зависимой переменной, соответствие между х и у представляет функциональную зависимость. 


Функция называется числовой, если область определения и множество значений числовые множества. Существуют различные способы задания функции: функция может быть задана аналитически, графически и табличным способом.

Функция задана аналитически, если функциональная зависимость выражена в виде формулы, которая указывает совокупность тех математических операций, которые должны быть выполнены, чтобы по данному значению аргумента найти соответствующее значение функции. Если функция задана формулой, то под её областью определения считается наибольшее множество, на котором эта формула имеет смысл.

Замечание 1. Функцию не следует отождествлять с формулой с помощью которой она задана. Например, функции  
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, выраженные одной и той же формулой 
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 различны, так как они имеют разные области определения. 

Задать функцию графически – это значит построить её график. График функции дает наглядное представление о свойствах функции. Графиком числовой функции 
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 называется множество точек плоскости с координатами 
[image: image77.wmf](

)

(

)

x

f

х

,

, абсциссы которых – числа из области определения функции, а ординаты – соответствующие значения функции. Графический способ задания функции удобен тогда, когда функцию трудно задать аналитически. При табличном способе задания функции рядом с числовым значением аргумента выписывается соответствующие значения функции. Недостатком табличного способа задания функции является то, что в таблице могут быть указаны отдельные значения аргумента и функции.

Две функции равны только в том случае, когда их области определения совпадают, и эти функции принимают одинаковые значения при одних и тех же значениях аргумента.

Функция 
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 называется четной, если 1) область определения функции симметрична относительно точки О числовой оси; 2) для любого значения независимой переменной, принадлежащего  области определения функции, выполняется равенство: 
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. График четной функции симметричен относительно оси Оу (так как по определению с любой своей точкой (х,у) он содержит и точку (-х,у)).

Функция 
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 называется нечетной, если 1) область определения функции симметрична относительно точки О числовой оси; 2) для любого значения независимой переменной, принадлежащего  области определения функции, выполняется равенство: 
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. График четной функции симметричен относительно начала координат(так как по определению с любой своей точкой (х,у) он содержит и точку(-х,-у)).

Функция называется возрастающей на интервале ]a,b[, принадлежащем области определения функции, если большим значениям независимой переменной х из этого интервала соответствуют большие значения функции; т.е. если
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Функция называется убывающей на интервале ]a,b[ , принадлежащем области определения функции, если большим значениям независимой переменной х из этого интервала соответствуют меньшие значения функции; т.е. если
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Функции, убывающие или возрастающие на некотором числовом промежутке, называются монотонными. 

Функция 
[image: image84.wmf](

)

x

f

 называется периодической, если существует такое положительное число Т такое, что при 
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 выполняется равенство 
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Если функция у зависит от переменной u, т.е. 
[image: image88.wmf](
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, а u в свою очередь является какой-либо функцией независимой переменной х, т.е. 
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,то переменная у называется сложной функцией от х и записывается:
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Другое определение сложной функции звучит  так: Сложной функцией называется функция, аргументом которой является не независимая переменная, а некоторая функция от неё. Переменную u  называют промежуточным аргументом.
Область определения сложной функции – это множество тех значений 
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, для которых соответствующие значения 
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 принадлежат области определения U функции 
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Если функция задана уравнением 
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, не разрешенным относительно у, то она называется неявной функцией аргумента х. 

Пусть задана некоторая функция 
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, т.е. некоторое соответствие между множеством 
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 соответствует одно единственное значение  
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, то её называют обратной функцией по отношению к функции 
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 определяет х как неявную функцию от у. Если  это уравнение разрешимо относительно х, то получим явное выражение обратной функции: 
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. Если функция 
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 является обратной по отношению к функции 
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является обратной по отношению к функции 
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 и эти две функции – взаимно-обратные. Одна и та же  кривая 
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 представляет собой график функции 
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 и график обратной функции 
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 (если она существует), но в последнем случае значения аргумента рассматривают на оси Оу, а значения функции – на оси Ох.

Основными элементарными функциями являются следующие функции:
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Определение 2. Число А называется пределом функции 
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В этом случае пишут,  
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 Определение3. Число А называется пределом функции
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Практическое вычисление пределов основывается на следующих теоремах: 
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Если существует 
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В практике широко используются пределы, известные как первый и второй замечательные пределы. Первым замечательным пределом называется предел отношения бесконечно малой дуги к той же дуге, выраженной в радианной мере: 
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Вторым  замечательным пределом называется предел 
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Этот предел может быть записан в другом виде: 


[image: image136.wmf]e

x

x

x

=

+

®

1

0

)

1

(

lim








_1298729020.unknown

_1298982963.unknown

_1298983772.unknown

_1298984134.unknown

_1298984228.unknown

_1298984257.unknown

_1312811783.unknown

_1312811866.unknown

_1298986143.unknown

_1298986181.unknown

_1298984265.unknown

_1298984241.unknown

_1298984248.unknown

_1298984235.unknown

_1298984205.unknown

_1298984214.unknown

_1298984164.unknown

_1298983897.unknown

_1298983933.unknown

_1298984123.unknown

_1298983912.unknown

_1298983868.unknown

_1298983877.unknown

_1298983845.unknown

_1298983421.unknown

_1298983697.unknown

_1298983723.unknown

_1298983758.unknown

_1298983710.unknown

_1298983494.unknown

_1298983591.unknown

_1298983455.unknown

_1298983117.unknown

_1298983224.unknown

_1298983333.unknown

_1298983147.unknown

_1298983062.unknown

_1298983079.unknown

_1298983048.unknown

_1298982742.unknown

_1298982833.unknown

_1298982852.unknown

_1298982929.unknown

_1298982846.unknown

_1298982807.unknown

_1298982824.unknown

_1298982773.unknown

_1298982790.unknown

_1298982758.unknown

_1298982612.unknown

_1298982674.unknown

_1298982724.unknown

_1298982622.unknown

_1298982586.unknown

_1298982599.unknown

_1298729062.unknown

_1150790073.unknown

_1298728877.unknown

_1298728960.unknown

_1298728980.unknown

_1298729007.unknown

_1298728970.unknown

_1298728913.unknown

_1298728944.unknown

_1298728892.unknown

_1150791084.unknown

_1150791791.unknown

_1150792145.unknown

_1150889346.unknown

_1150889397.unknown

_1150792251.unknown

_1150791853.unknown

_1150791370.unknown

_1150791569.unknown

_1150791186.unknown

_1150790509.unknown

_1150791020.unknown

_1150790093.unknown

_1149396009.unknown

_1150788083.unknown

_1150788158.unknown

_1150788364.unknown

_1150788120.unknown

_1149396702.unknown

_1150787897.unknown

_1150788055.unknown

_1149421786.unknown

_1149422242.unknown

_1150113508.unknown

_1150787778.unknown

_1149422530.unknown

_1150113487.unknown

_1149422481.unknown

_1149422108.unknown

_1149421911.unknown

_1149421613.unknown

_1149421745.unknown

_1149396756.unknown

_1149396716.unknown

_1149396373.unknown

_1149396664.unknown

_1149396460.unknown

_1149396628.unknown

_1149396223.unknown

_1149396300.unknown

_1149396172.unknown

_1149376304.unknown

_1149394948.unknown

_1149395917.unknown

_1149395969.unknown

_1149395839.unknown

_1149393837.unknown

_1149394051.unknown

_1149376432.unknown

_1149393519.unknown

_1149372163.unknown

_1149376201.unknown

_1149371996.unknown

