Модуль №3. «Дифференциальное исчисление функций одной переменной»
Практическое занятие № 10.

Замечательные пределы. Исследование функции на непрерывность. Производная и дифференциал функции в точке.

1. Доказать, что функции 
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, являются бесконечно малыми функциями одного порядка.


Решение: Пусть  
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. Найдем предел отношения двух данных функций 
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Данные бесконечно малые функции 
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есть бесконечно малые одного порядка.

2. Доказать, что порядок функции 
[image: image10.wmf]3
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 выше, чем порядок функции 
[image: image11.wmf]2
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 при 
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Решение: Пусть 
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т.е. функция 
[image: image16.wmf]3
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 есть бесконечно малая более высокого порядка, чем функция  
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3. Доказать, что функция 
[image: image18.wmf]1cos
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 будет бесконечно малой второго порядка относительно 
[image: image19.wmf]x

 при 
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Решение: Пусть 
[image: image21.wmf]()1cos
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, 
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. Найдем предел отношения двух данных функций 
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Таким образом, функция 
[image: image26.wmf]()1cos
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 есть бесконечно малая более высокого порядка, чем функция  
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Найдем теперь 
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Следовательно, функция 
[image: image31.wmf]()1cos
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 есть бесконечно малая второго порядка относительно 
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 4. Доказать, что бесконечно малые при 
[image: image33.wmf]0
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 функции 
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Решение: Пусть 
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. Найдем предел отношения двух данных функций 
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Следовательно, 
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5. Найти 
[image: image42.wmf]2
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Решение: При  
[image: image43.wmf]3
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функция 
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бесконечно малая и, следовательно, используя таблицу эквивалентных б.м.ф. имеем: 


[image: image45.wmf]sin(3)3
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Так как при замене бесконечно малой функции   
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эквивалентной ей функцией  
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 предел отношения не изменится, то 
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6. Найти 
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Решение: По формуле тригонометрии имеем:
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При 
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7. Найти 
[image: image57.wmf]2
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Решение: Поскольку 
[image: image58.wmf]77
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по таблице эквивалентных б.м.ф., то:
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8. Найти 
[image: image62.wmf]2
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Решение: 1) Если  
[image: image63.wmf]x

стремится к 2 справа, то 
[image: image64.wmf]0
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2) Если 
[image: image69.wmf]x

 стремится к 2 слева, то 
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[image: image72.wmf]2

x

®

- разность 
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9. Найти 
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Решение: 1) Если 
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2) Если 
[image: image82.wmf]0

x

®-

, то 
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10. Исследовать на непрерывность, найти точки разрыва, указать характер разрыва, в случае устранимого разрыва доопределить до непрерывной функцию 
[image: image87.wmf]sin
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Решение: Поскольку 
[image: image88.wmf]sin
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 и 
[image: image89.wmf]x

 непрерывны в любой точке (так как, данные функции являются основными элементарными функциями ), то непрерывным будет и их отношение 
[image: image90.wmf]sin
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 во всех точках 
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, отличных от нуля. В точке 
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 данная функция не определена, и поэтому разрывна. Но существует 
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Положим 
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будет непрерывной в точке 
[image: image96.wmf]0
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11.  Исследовать на непрерывность и найти точки разрыва функции 
[image: image97.wmf]1
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Решение: Согласно следствию из указанных теорем 3-5(лекция 10), данная функция непрерывна везде за исключением точки 
[image: image98.wmf]0
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. Для выяснения характера разрыва в этой точке найдем пределы справа и слева:
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Следовательно, 
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 является точкой разрыва второго рода, так как предел справа бесконечный.


12. Найти 
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Решение: Переписываем заданное выражение, используя дробные и отрицательные показатели: 
[image: image106.wmf]1
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Применяя  основные правила дифференцирования,  находим
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Ответ:  
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13. Дано 
[image: image110.wmf]3
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Решение: По правилу дифференцирования произведения получаем


[image: image112.wmf]32
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Ответ: 
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14. Найти 
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Решение: Применяя правило дифференцирования дроби, а также формулы таблицы производных основных элементарных функций  находим:

[image: image117.wmf]32
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Ответ: 
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 Рассмотрим дифференцирование сложных функций.


15. Найти производную от функции 
[image: image120.wmf]2
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Решение: Вводим вспомогательную функцию 
[image: image121.wmf]u
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Находим производную функции, дифференцируя, как сложную функцию   
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Ответ: 
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16. Найти 
[image: image129.wmf]y
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Решение: В данном случае роль 
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 будет играть 
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Ответ: 
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17. Найти 
[image: image135.wmf]y
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[image: image136.wmf]2
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Решение: По правилу дифференцирования произведения получаем сначала:

[image: image137.wmf]22
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При вычислении производной от 
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Очевидно,
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Таким образом, 
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Ответ: 
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18. Найти 
[image: image145.wmf](1)
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Решение: Находим производную от заданной функции:


[image: image147.wmf]2
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Подставляем в выражение производной вместо 
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 единицу:
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Ответ: 
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19. Найти уравнение касательной и нормали к кривой 
[image: image151.wmf]3
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[image: image152.wmf](1;3)
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Решение: Для определения углового коэффициента касательной находим производную от заданной функции: 


[image: image153.wmf]2
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Значение производной в точке 
[image: image154.wmf](1;3)
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 и даёт искомый угловой коэффициент 
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Таким образом, уравнение касательной будет 
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Ответ: 
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20. Точка движется по прямой, причём расстояние 
[image: image164.wmf]s

 точки от начала отсчета (измеряемое в метрах) определяется по формуле 
[image: image165.wmf]2
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[image: image166.wmf]t

-время (измеряемое в секундах). Определить скорость движения точки в конце пятой секунды.


Решение: Скорость движения точки 
[image: image167.wmf]v

 определяется как производная от пути 
[image: image168.wmf]s

 по времени 
[image: image169.wmf]t

. В данном случае 
[image: image170.wmf]22
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. Полученное выражение даёт общую формулу для скорости движения точки.


Рассмотрим логарифмическое дифференцирование.

21. Найти 
[image: image171.wmf]y
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, если 
[image: image172.wmf]3
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Решение: Прологарифмируем заданную функцию: 

[image: image173.wmf]3
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Применяя свойства логарифма, получим:
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Далее,
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Умножая теперь обе части последнего равенства на 
[image: image176.wmf]y
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 через 
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22. Найти 
[image: image180.wmf]y
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Решение: Логарифмируем обе части исходного равенства:


[image: image182.wmf]22
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Дифференцируя полученное соотношение, имеем:

[image: image183.wmf]2
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Умножая теперь обе части последнего неравенства на 
[image: image184.wmf]y

и заменяя затем 
[image: image185.wmf]y

 через 
[image: image186.wmf]324
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Рассмотрим дифференцирование неявных функций.


23. 
[image: image188.wmf]32
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, найти 
[image: image189.wmf]y
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Решение: Дифференцируем заданное соотношение, рассматривая 
[image: image190.wmf]y

как функцию от 
[image: image191.wmf]x
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Решаем полученное уравнение относительно 
[image: image193.wmf]y
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24. 
[image: image195.wmf]0
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[image: image196.wmf]y
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Решение: Дифференцируем заданное соотношение и определяем затем 
[image: image197.wmf]y
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[image: image199.wmf]22
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откуда        
[image: image200.wmf]2
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Рассмотрим дифференцирование функций, заданных параметрически.


25. 
[image: image201.wmf]3
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, найти 
[image: image202.wmf]dy
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Решение: Дифференцируем исходные равенства:


[image: image203.wmf]2
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отсюда     
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 найти 
[image: image207.wmf]y
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Решение: Дифференцируем исходные соотношения: 
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отсюда 
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27. Найти дифференциал от функции 
[image: image211.wmf]8
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Решение: Находим непосредственно дифференциал, используя формулу нахождения дифференциала 
[image: image212.wmf](
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28. Найти дифференциал от функции 
[image: image214.wmf]ln(sin)
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Решение: Вычислим дифференциал от функции непосредственно:
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29. Найти приближенное значение 
[image: image216.wmf]3
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Решение: Для вычисления приближенного значения используется формула нахождения 
[image: image217.wmf](
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. В данном случае
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Полагая 
[image: image219.wmf]27,0,81
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 и применяя выше указанную формулу , получим 


[image: image220.wmf]3
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так что окончательно 
[image: image221.wmf]3
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Ответ: 
[image: image222.wmf]3
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