Модуль №3. «Дифференциальное исчисление функций одной переменной»
Практическое занятие №11.
  Применение основных теорем о дифференцируемости функции в интервале. Вычисление пределов по правилу Лопиталя.  Решение задач на нахождение производных и дифференциалов функции высших порядков

1. Проверить, справедлива ли теорема Ролля для функции 
[image: image1.wmf]2
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 на отрезке 
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, найти соответствующее значение 
[image: image3.wmf]c

 (если оно существует)..

          Решение: Функция непрерывна на отрезке 
[image: image4.wmf][
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 и дифференцируема на интервале 
[image: image5.wmf](
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. Кроме того, 
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, поэтому теорема Ролля на данном отрезке для данной функции справедлива. Найдём значение 
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, для которого 
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, откуда 
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. Поскольку 
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– искомое значение. 


Ответ: для функции 
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на отрезке 
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 справедлива теорема Ролля и 
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2. Проверить справедливость теоремы Лагранжа для функции 
[image: image17.wmf]()arcsin
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 на отрезке 
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. Найти внутреннюю точку  
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, при которой выполняется условие теоремы.

 
Решение: Функция определена и непрерывна при  
[image: image20.wmf]11
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Имеем 
[image: image22.wmf]2

1

()

1

fx

x

¢

=

-

, производная конечна всюду внутри интервала 
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; при 
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 производная не существует, но это не нарушает условий применимости теоремы Лагранжа.


Точка 
[image: image25.wmf]x

, удовлетворяющая условию теоремы Лагранжа, должна существовать. Найдём эту точку:
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Откуда 
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Ответ: для функции 
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[image: image31.wmf][

]

1;1

-

 справедлива теорема Лагранжа и 
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3. Вычислить предел по правилу Лопиталя  
[image: image33.wmf]3
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Решение: Подстановка предельного значения 
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 приводит к неопределенности  вида 
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, так как 
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. Таким образом, условие 1 теоремы (правило Лопиталя, см. лекцию 11) выполнено.


Очевидно, что условие 2 тоже выполнено, так как 
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Условие 3 выполнено:
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поэтому имеем
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4. Вычислить предел по правилу Лопиталя  
[image: image42.wmf]2
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Решение: Напомним, что 
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. Очевидно, что условия 1 и 2 теоремы (правило Лопиталя)выполнены. Поэтому
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Предел отношения производных равен 
[image: image45.wmf]¥

 (в условии 3 теоремы (правило Лопиталя, см. лекцию 11) 
[image: image46.wmf]k
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), следовательно, и исходный предел равен 
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5. Вычислить предел по правилу Лопиталя  
[image: image48.wmf]ln
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Решение: 
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т.е. выполнено условие 1 теоремы (правило Лопиталя). Условие 2 теоремы (правило Лопиталя) тоже выполнено. Поэтому 
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6. Вычислить предел по правилу Лопиталя  
[image: image53.wmf]2
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Решение: Условия 1 и 2 теоремы выполнены, так что 
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. Подстановка  предельного значения в правую часть последнего равенства невозможна, так как снова приводит к неопределенности вида 
[image: image55.wmf]¥
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. Можно, однако, применить правило Лопиталя вторично, так как для функций 
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 условия 1 и 2 снова выполнены.


7. Вычислить предел по правилу Лопиталя  
[image: image58.wmf]2
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Решение: Преобразуем функцию 
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 (неопределенность вида 
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 при 
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x

p

®

). Очевидно, что правило Лопиталя применимо к преобразованной функции:
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8. Вычислить предел по правилу Лопиталя  
[image: image63.wmf]1
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Решение: Имеем неопределенность вида 
[image: image64.wmf]¥-¥

. Преобразуем функцию 
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имеем: 
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Удобно умножить числитель и знаменатель на 
[image: image67.wmf]x

, тем самым мы избавимся от дифференцирования дроби – операции более громоздкой, чем дифференцирование произведения. Продолжая преобразования, получаем 
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В этом примере, как и в задаче 7, сложность решения в значительной степени зависит от способа преобразования функции.

Решение задач на нахождение производных и дифференциалов функции высших порядков


9. 
[image: image69.wmf]ytgx
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, найти  
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Решение: Находим первую производную  
[image: image71.wmf]2
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. Вторая производная, по определению, равна производной от первой производной, следовательно,
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10. 
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, найти  
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Решение: Находим последовательно первую, вторую и третью производные:
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11. 
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, найти производную n-го порядка.
 
Решение: Находим 
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[image: image80.wmf]y

¢¢

, 
[image: image81.wmf]y

¢¢¢

: 
[image: image82.wmf]ln

x

yaa

¢

=

; 
[image: image83.wmf]2

(ln)

x

yaa

¢¢

=

; 
[image: image84.wmf]3

(ln)

x

yaa

¢¢¢

=

.


Закон преобразования последовательных производных определился: каждая последующая получается из предыдущей умножением на  
[image: image85.wmf]ln
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. Выражение для n-ой производной будет 
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Теперь при необходимости определить какую-либо производную от 
[image: image87.wmf]x
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 нет надобности вычислять все предшествующие, можно просто воспользоваться готовой формулой.


Например, 
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Заметим, что если 
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 12. 
[image: image91.wmf]sin
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, найти производную n-го порядка.

 
Решение: Определяем последовательно 
[image: image92.wmf]y
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, 
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Понятно теперь, что продолжать процесс последовательного вычисления производных нет надобности: 
[image: image100.wmf](5)
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  будем равно 
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Очевидно, для нахождения производной какого-либо порядка от 
[image: image103.wmf]sin
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 достаточно поделить порядок производной на 4, найти остаток при этом делении и отыскать производную, порядок которой равен этому остатку (если остаток равен нулю-производная равна самой функции 
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Например,  
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Мы установили закон, по которому строятся последовательные производные от 
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. Но можно дать и общую формулу для n-ой производной от 
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13. 
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Решение: Функция 
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задается в неявном виде. Дифференцируем заданное соотношение и определяем затем 
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Находим далее 
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В правую часть последнего неравенства подставляем вместо 
[image: image124.wmf]y
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 его значение, определяемое равенством (A),
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14. 
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Решение: Функция задана в  параметрическом виде. Находим первую производную. Дифференцируем исходные неравенства:
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Находим вторую производную по следующей формуле: пусть
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Имеем:
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15. Найти 
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Решение: Так как   
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