Модуль №3. «Дифференциальное исчисление функций одной переменной»
Практическое занятие №9.

Предел числовой последовательности. Предел функции в точке и на бесконечности.

1. Найти общий член последовательности 
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.

Решение: Нетрудно увидеть, что 
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Следовательно, 
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2. Доказать, что последовательность с общим членом 
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 имеет предел равный нулю.

Решение: Запишем ряд членов последовательности 
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и положим 
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. Для всех членов  данной последовательности, начиная с четвертого, выполняется неравенство
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Действительно,
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В данном случае 
[image: image14.wmf]N

 (см. определение предела последовательности) можно принять равным трем (или любому числу, большему трех), так как, если порядковый номер члена последовательности 
[image: image15.wmf]n

 больше трех, то выполняется неравенство
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Положим теперь 
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. Ясно, что для всех членов последовательности, начиная с седьмого, 


[image: image18.wmf]1

0

40

nn

aa

-=<

;

теперь за 
[image: image19.wmf]N

 можно принять шесть (или любое число, больше шести). Если 
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В данном случае можно найти общее выражение для числа 
[image: image22.wmf]N

 в зависимости от 
[image: image23.wmf]e

. Общий член данной последовательности 
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. Задавшись произвольным положительным числом 
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, мы должны, в соответствии с определением предела, потребовать, чтобы при 
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 выполнялось неравенство 
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Решая неравенство относительно 
[image: image29.wmf]n

, получаем 
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. Итак, за 
[image: image31.wmf]N

 можно принять число 
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 (или любое  большее число). Таким, образом, мы показали, что для любого 
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 существует такое 
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 выполняется неравенство 
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, а это и доказывает, что пределом последовательности является нуль. 


Отметим, что в этой задаче члены последовательности приближались к своему пределу, оставаясь больше этого предела, как говорят, справа.

3. Найти предел последовательности с общим числом последовательности 
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Решение: В этой задаче требуется найти 
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. Преобразуем выражение 
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, поделив почленно числитель и знаменатель на 
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Теперь общий член последовательности можно считать полученным в результате суммирования, вычитания и деления общих членов последовательностей 
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Так как пределы последовательностей  
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 равны нулю, а пределы последовательностей 
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равны соответственно 5 и 2, т.е. все эти последовательности сходящиеся, то по формуле
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где 
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сходящиеся последовательности, имеем:
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Далее,  по формуле 
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где 
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Итак, предел данной последовательности равен 
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4. Доказать, исходя из определения предела функции, что   
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Решение: Пусть 
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– любое положительное число. Требуется доказать, что можно подобрать такое 
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Если 
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Следовательно, для выполнения неравенства 
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достаточно найти 
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из условия 
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 найдено такое 
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, т.е. доказано, что 
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5. Найти 
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Решение:  Исходя из формул  
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 где С – постоянная , 
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Принимая во внимание 
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Окончательно, 
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6. Найти 
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Решение: Исходя из формул

[image: image94.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

g

Lim

x

f

Lim

x

g

x

f

Lim

a

x

a

x

a

x

®

®

®

×

=

×

;

[image: image95.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

xaxaxa

LimfxgxLimfxLimgx

®®®

±=±



[image: image96.wmf](
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где 
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7. Найти 
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Решение: Так как 
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8. Найти 
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Решение: По формуле 
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Замечание: Как показывают решения приведенных задач, в простейших случаях нахождение предела сводится к подстановке в данное выражение предельного значения аргумента. Часто, однако, приходится, прежде чем перейти к пределу, проводить преобразования  данного выражения.


9. Найти 
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Решение: Прежде всего отметим, что для решения этой задачи пользоваться формулой 
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нельзя, так как предел знаменателя равен нулю:
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Непосредственная же подстановка в данное выражение предельного значения аргумента приводит к неопределенному выражению вида 
[image: image115.wmf]0

0

:

[image: image116.wmf]2

2

252641060

222440

-×+-+

==

-×-

.

Следовательно, прежде чем перейти к пределу, необходимо данное выражение преобразовать. Числитель и знаменатель данной дроби при 
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Теперь (в результате непосредственной подстановки в полученное выражение предельного значения аргумента) получаем 
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11. Найти  
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Решение: Здесь также имеем неопределенность вида 
[image: image124.wmf]0
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12. Найти 
[image: image128.wmf]2
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Решение: В данном случае имеем неопределенность вида  
[image: image129.wmf]¥
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Разделим числитель и знаменатель  на 
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так как 
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13. Найти 
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Решение: При 
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 также стремится к нулю, поэтому, умножая числитель и знаменатель на 2 и применяя первый замечательный предел (
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14. Найти 
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Решение: 
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Согласно первому замечательному пределу, так как 
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15. Найти 
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Решение: Так как 
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согласно второму замечательному пределу (
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16. Найти 
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Решение: В этой задаче предел основания равен 1 (разделите числитель и знаменатель на 
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), а показатель степени стремится к бесконечности; имеем неопределенность вида 
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Для того чтобы раскрыть эту неопределенность, представляем основание степени в виде 
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Переходя к пределу в квадратной скобке, получили число е, согласно формуле второму замечательному пределу (
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